Macroeconomia I
Lista de Exercicios 3

1. (Equilibrio Recursivo com Tributagao). Considere uma economia de horizonte infinito
com um continuum de individuos indexados por i € [0, 1]. A restrigdo or¢amentéria da familia
1 €é:

e + ki = (1—7) Ak,

ou seja, cada individuo possui uma tecnologia linear no préprio capital, k‘éi). A produgao é
tributada a uma taxa 7. Os individuos podem usar sua receita liquida da produgao para
consumo, c,S”, ou para investimento, k&)l O capital se deprecia totalmente apds o uso. Os
gastos do governo Gy > 0 seguem um processo de Markov de primeira ordem. O governo
equilibra seu orcamento em cada periodo, ou seja, ele escolhe 7, em cada t para satisfazer:

T AK, = Gy,

onde K; é o capital agregado.! Individuos tém expectativas racionais sobre a tributacao futura,
e suas preferéncias sao definidas como:

Eo Y B'In(c"),
t=0

onde u satisfaz as suposicoes usuais.

(a) Planejador social:

i. Escreva a restricao de recursos no tempo t de um planejador social que escolhe a
sequéncia de variaveis agregadas {Cy, K;11}7°, e considera a sequéncia estocastica
{G}2, como dada.

ii. Escreva a equagao de Bellman para esse planejador social (lembre-se do governo).
iii. A partir da equacao de Bellman, encontre a equagao de Euler para o problema do
planejador social (suponha que as condigoes de regularidade usuais sdo satisfeitas).
(b) Equilibrio Competitivo Recursivo (RCE):
i. Escreva a equacao de Bellman para um individuo .
ii. Encontre a equacao de Euler do individuo no RCE.
(c) Compare as equagoes de Euler do problema do planejador social e do problema do indivu-

duo e discuta se a acumulacao de capital é eficiente no RCE, ou se esté abaixo ou acima
do nivel eficiente.

ISuponha que K é suficientemente grande para que, em equilibrio, seja sempre possivel para o governo pagar suas
contas.



2. (Contractive linear mappings).

(a)

Considere uma firma que, a cada periodo, obtém lucro deterministico 7 e desconta a uma
taxa f = 1/(1+r). Escreva um operador 7', T': X — X, que nos diga o valor da empresa
em V; no periodo ¢, dado que sabemos o valor da empresa em V;,;. Usando propriedades
deste operador, mostre que o valor da empresa deve ser

VoS e T
27T

Suponha agora que o lucro da firma é estocéstico e depende do estado da natureza {s;}I ;,
onde lucro em cada estado é definido por my,ms,...m,. A transicao entre os estados da
natureza segue um processo de Markov, ou seja, o estado atual determina a distribuicao
de probabilidade no préximo periodo:

P(St—l—l = Si|3t = (81, e Sj)) = P(St+1 = 3i|3t = Sj) = Dji,

onde pj; sao os elementos da matriz de transicao P, x,. Escreva um operador T': X — X
que faz um mapa do vetor do valor da firma nos diferentes estados em ¢t + 1, V1 =
Viz1(s1), -, Vix1(8n)] para um vetor V;. Usando as propriedades deste operador, mostre
que existe um tnico vetor V' e diga como esse vetor pode ser calculado.

Suponha agora que os estados da natureza sao caracterizados por um continuum s; € [0, 1]
e com fungao de lucro associada: 7 : [0,1] — R, que é continua e estritamente crescente
em s. Considere o seguinte operador:

Vi(s) = TVia(s) = w(s) + 6/0 P(s,7)Vii1(s)dr

onde P(s,r) ¢ uma fungao continua definida em [0, 1] x [0,1], e fol P(s,r)dr = 1 para
todo s € [0, 1]. Intuitivamente, P(s,r) ¢ a fun¢do densidade de probabilidade de r = s;41
condicional em s;. Mais uma vez, mostre que existe uma funcao tnica V' e diga como
podemos calculé-la (ou aproxima-la).

3. (Crescimento com Depreciacao Estocastica). Considere uma economia onde o tnico bem
final é produzido de acordo com a fun¢ao de produgao y; = F'(k;), onde k; é o capital. O agente
representativo escolhe a sequéncia de consumo de acordo com as preferéncias:

Eo

Y

Z Blu(er)

onde 5 € (0,1) and u(.) tem as propriedades usuais. O bem final pode ser usado para consumo,
¢; > 0, ou investimento, i; > 0. A lei do movimento do capital é estocastica e segue:

Fipr = k(1 — ze40) + i,

onde z;41 € (0,1) é uma variavel aleatoria que segue um processo Markov de primeira ordem.

2



Descreva o problema do planejador social benevolente em forma de Programacao Dina-
mica: Quais sdo as variaveis estado, as variaveis controle, a lei do movimento do estado,
o conjunto factivel do controle, e a fun¢ao retorno. Escreva a equagao de Bellman.

Suponnha que z; segue um processo iid: encontre as variaveis estado e escreva a equagao
de Bellman.

Suponnha que z; segue uma cadeia de markov de sequnda ordem: encontre as variaveis
estado e escreva a equacao de Bellman.

4. (Markov-perfect Equilibrium). Considere o cake-eating problem de um agente com bolo
xo (imagine que o bolo é um recurso esgotavel como a floresta Amazonica). Todo periodo, o
agente come uma parte do bolo: x;1 = R(xy — ¢;), onde ¢; > 0 é o consumo e R > 0 a taxa
bruta de crescimento do bolo (ou reflorestamento). O agente escolhe a sequéncia de consumo
que maximiza a utilidade total:

Z 3 log(cr),
t=0

onde 5 € (0,1).

(a)

(b)

Escreva a equacao de Bellman para o agente. Suponha que a equacao de Bellman tenha
a forma V(z) = C'+ DInx. Utilize o método dos coeficientes indeterminados e encontre
os coeficientes C', D e a regra de decisao ¢*(z).

Markov-perfect Equilibrium. Suponha agora que existem dois agentes que comem o bolo.
Cada periodo, eles decidem quanto com do bolo. A lei do movimento agora é:

T = R(w — ¢ = f),

onde ¢’ é o consumo do agente i € (1,2). Ambos os agentes tém utilidade logaritmica e
descontam o futuro por 8. Iremos procurar um Markov-perfect Equilibrium (MPE), um
par de estratégicas simétricas c'(x) = ¢*(x) onde cada agente responde de forma 6tima as
decisoes do outro agente.?

i. Escreva a equacao de Bellman que caracteriza o problema do jogador 1. Considere
a estratégia (a regra de decisdao) do jogador 2 ¢?(z) como uma funcao continuamente
diferenciavel. A partir da equagao de Bellman, encontre a equacao de Euler (genera-
lizada) do agente 1 e interprete-a brevemente.

ii. Encontre o MPE simétrico (Dica: suponha que ¢' = ¢? e utilize o método dos coefi-
cientes indeterminados para encontrar a regra de decisao c'*(x) = ¢®*(z)).

iii. Como a taxa de extra¢ao (consumo do bolo) difere do caso de um s6 jogador?

iv. A alocacao no jogo de dois jogadores é eficiente? Comente brevemente (nao precisa
utilizar argumentos matematicos).

5. (“Codando” o Modelo de Crescimento Estocastico.) [Nao precisa entregar]|. Modifi-
que o programa do modelo de crescimento deterministico (com tempo infinito) para acomodar
produtividade estocastica. Suponha que a funcao de produgao ¢ dada por y, = A;k{*, onde a pro-
dutividade total do fator, A;, segue uma cadeia de Markov com dois estados: A; € {1—a, 1+a},
e Prob(A;y1 = A;) = p. Suponha inicialmente que a = 0.05 e p = 0.8.

2No MPE, os agentes condicionam sua estratégia apenas ao estado relevante para o payoff, neste caso .



(a) Utilize Value Function Iteration e grid search para encontrar a fungao valor numerica-
mente. Mostre as fungoes valor V' (k;, A1) e V(k;, A2) em um grafico.

(b) Como os resultados mudam se: a = 0.01, a = 0.1, p = 0.5 e p = 0.95 (faga uma mudanga
de cada vez). Comente.

(c) Em qual sentido existe um Estado Estacionario agora? Como poderiamos encontra-lo?
Descreva brevemente (Dica: lembre-se que a dada certas condi¢oes a cadeia de Markov
tem uma distribui¢do estacionaria tnica).



