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Introducao

e Em diversas situacdes supor um agente representativo n3o é o ideal.
e Uma maneira de modelar heterogeneidade é incluir diferentes “geracdes” na economia:

» Familias ndo vivem periodo infinitos;
» Novas familias nascem com o tempo;

» Velhos e jovens vivem no mesmo espaco econdmico.

e Novas interacdes econdmicas: decisbes dos mais velhos afetam os precos enfretados pelas
geracdes jovens.

e Base de modelos quantitativos para estudar previdéncia, capital humano, desigualdade de
renda/riqueza, etc (modelos com N —geragdes).

e Vamos estudar o caso analitico: 2 geracdes.
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Introducao

e Tempo discreto; agentes vivem por 2 periodos.

e Geracgdo nascida em t, vive dois periodos @ = 1, 2. Utilidade da vida:

ulcr, ciyr) = uler) + Bulcys)

e Cada periodo existem duas geracdes vivendo na economia:

Geracdo 27T : Jovem : Velho
nascida em ¢ . .
1 I Jovem Velho
0 Jovem Velho
0o 1 ' 2 3 Periodo ¢
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Introducao

Abordagem:

e Samuelson: OLG com dotagdo e trocas (sem produgdo).
» usado para demonstrar a necessidade de dinheiro em uma economia n3o-eficiente.

e Diamond: OLG com producio.
» usado para estudar acumulacio de capital e crescimento em uma economia n3o-eficiente.

Vamos focar apenas no modelo com producéo.
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Modelo OLG (com producio)
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Environment, Tecnologia e Preferéncias

Tempo discreto; agentes vivem dois periodos.

Utilidade segue as preferéncias usuais (crescente, céncava, inada) e 5 € (0,1).

Quando jovem (periodo 1), eles ofertam uma unidade de trabalho para o mercado e
recebem salario w;. Decidem consumo e poupanga.

Quando velhos (periodo 2) consomem a poupanga (remunerada pela taxa de juros r441).

Populag¢3o cresce a taxa n. Tamanho da geracdo nascida no periodo ¢:
Ly = (14+n)'Ly
onde L é o tamanho da geragdo inicial (de velhos).
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Environment, Tecnologia e Preferéncias

e Producdo é representada pela funcdo de producio agregada com retornos constante a
escala

Yy = F(Ky, Lt)

onde F'(.) satisfaz as suposi¢Bes usuais (Inada, retornos marginais decrescentes).

e Defina variaveis por trabalhador: y, = Y, /L e ky = K/ Ly:

F(Ky, Ly)

yt:Lt:F(IIi,l)Ef(kt)

e Mercado de fatores é competitivo:

re = Fy(Ky, L) = f'(ke)
wy = Fy(Ky, Ly) = f(ke) — kof'(ke)
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Decisao de Consumo

e Problema de uma geracdo nascida em ¢ > 1:

1 2
| max u(ce;) + Bulciyq)
¢ >0, cH_lZO, St

st o + s < wy,

2
Cir1 < (L+ 741 —0)se
e Suponha que a geracdo de velhos inicial nasce com capital inicial k;:
max u(ct)

c2>0

st. &< (141 — )k,
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Decisao de Consumo

Timing:

1. Inicio do periodo ¢: producdo ocorre com o trabalho dos jovens e capital dos velhos. Jovens
recebe salario e velhos juros.

2. Final do periodo ¢: jovens decidem consumo e poupanca. Velhos consomem a poupanca.
Poupanga ocorre na forma de capital (Gnico ativo da economia).

3. Entre t e t + 1: Velhos morrem, jovens ficam velhos e uma nova geracio nasce.
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Equacao de Euler

e Resolvendo o problema para a geracio ¢:

1 2 1 C%+1

L =u(ey) + Bulcpyr) + Ae(wr — ¢ — 0 F et —0)

e Implica na equac3o de Euler padr3o:

u(ct) = B+ 11 — 0)u(chyy), Yt
e Substituindo pelas restricdo orcamentérias, temos uma fun¢do implicita da poupanga (em

fungdo do salario e taxa de juros):
st = s(wg, Te41),

e onde s é uma fungdo crescente em w; e pode ser crescente ou decrescente em 7441

(depende da utilidade).
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Equilibrio Competitivo

Definicdo: O equilibrio em mercados sequenciais & uma alocac3o para as familias
{c},c?, 5.}, alocagdo para a firma {K;, L;}°, e precos {ry, w;}$2, em que:

1. Dado os pregos e ki, {c},c?, 5.}, é a solugdo do problema das familias.
2. Dado os pregos, {K;, L{}°, é a solugdo do problema das firmas.
3. Os mercados estdo em equilibrio (em todos os ¢ > 1):

ctLy+ 2Ly 1 + Ky — (1= 0)K; = F(Ky, Ly)
K1 =St = s(we, re41) Ly
Lé=1,

Note o timing: a poupanca da geracdo jovem é o capital de amanha.
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Estado Estacionario

e Estado Estacionario: variaveis (¢!, c?, s, k,r,w) sdo constantes ao longo do tempo.

e Lembre-se que k; = K;/L; pode ser constante ao longo do tempo, variaveis agregadas
cresce (via crescimento populacional).

e A economia tem um Gnico estado estacionario?
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Caracterizando o Equilibrio

e Utilizando o equilibrio no mercado de ativos, encontramos a lei de movimento de uma
economia OLG:

K1 = s(wg, re41) Ly

by = SWeTi)

t+1 (I+n)

foo = SU k) = ke f'(ke), ['(Ket))
t+1 (1 +n>

e A principio é s6 colocar um & inicial e iterar para encontrar a sequéncia de {k:+1}52; que
converge ao estado estacionério:

S(f(kss) - kssf,(kss)a f/(kss))
(1+n)

e Problema: Sem especificar claramente a funcdo utilidade podem existir multiplos estados
estacionarios.

kss =
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Caracterizando o Equilibrio

231

e E possivel caracterizar dk;y1/dk; utilizando o
teorema da funcdo implicita.

e Dependendo das formas funcionais podem existir
Casos Como:
» N3o existe Steady State com k > 0.
» Existe um anico Steady State.
» Existem miltiplos Steady States.

Case C
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Caso CRRA e Cobb-Douglas

Considere: u(c) = Cl e f(k) = k°.

Utilizando a Equac3o de Euler e substituindo a restricio orcamentaria:

i =ci(B(L+ 71 —0)°
se(1+ 141 — 0) = (wy — s)B(L + 711 — 6)1°

Wt
L+ B (1 44y — 6)-0-0)/7

St —

note que o denominador é > 1 (poupanga é sempre menor que wy).
Js¢/0wy € (0,1).
0s1/0ri41 <0se o >1,0s/0ri+1>0se 0 <1eds/Oriy1 =0seo0=1.
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Caso CRRA e Cobb-Douglas

e Lei de Movimento do Capital:

k o St _ Wy
MU U0 A4l + BV + 1y — 6)-(=0)/e]
fosr — f(ke) = ko f'(ke)
T AL+ B f (ki) —8)~ (/7]
(1 — )k
ki1 =

(L4+n)[1+ B~ (1 + aky! — )~ (1-0)/a]

e E possivel demonsttrar que esta economia converge para um (nico estado estacionario
com kgs > 0 (ignorando o caso trivial kg = 0).
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Modelo Candnico

e No caso especial que u(c) =1Inc (o = 1), temos que efeito o renda e o substituicdo de
r¢11 em s; sdo cancelados e:

St = b Wy € ki1 = —ﬁ(l - a)kta
(1+5) (1+n)(1+8)
ou seja, a taxa de poupanca é uma fragdo constante da renda (assim como no modelo de

Solow!).

e O estado estacionario:
b B(1 - a) 1/(1-a)
(I+n)(1+8)
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Ineficiéncia Dindmica
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Ineficiéncia Dinamica

e No modelo Neoclassico padrdo: solu¢ido do Planejador < Eq. competitivo.
» No OLG n3o podemos garantir isso.

e Intuicdo: Mercado inexistente. Ndo ha empréstimo intergeneracional.

e O jovem ndo pode pegar um empréstimo do velho em ¢, ja que em ¢ + 1 o velho n3o vai
estar vivo para receber o pagamento.
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Planejador

e Seja py o peso de pareto que o planejador da para cada geracdo.

e O problema do planejador maximiza a utilidade do consumo (per capita):

max pou(c? +Z,ut u(cy +ﬁu(ct+1)]

{C%v e}

2

(1—ifn)

st. ¢ +

e Para que o problema seja bem definido: S92, s < oo.

b (L + )k — (1= 8)ke = f(ke) VL.
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Planejador

e Lagrangeano

L =pou(c}) + > e (u(e}) + Bulciir)) + -
t=1

2
C

...;At (f(kt) + (1 =08kt —cf — e (1+ n)k:tH)

e C.P.Os p/ todo t:

Mtul(ci) =M
1B’ (c7) = Ae/(1 4 n)
Aey1(1 =04 f'(kep1)) = Me(1 4 n)
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Planejador

Otimalidade requer a Equac3o de Euler:

BL—6+ f(ku)(y) = o(c}) Ve 1

Exatamente igual a solucdo das familias. Planejador respeita a otimalidade da familia.

Transferéncia de recursos entre geragdes:

p—1(1 4 n)Bu/(c}) = e (cy)
(L (chy) = ol €)= 5+ f'(k)) Ve

N&o ha condicdo semelhante no equilibrio competitivo!
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Regra de Ouro

e Suponha p; = w!, com w < 1, e no estado estacionario: ju¢/p;—1 = w. Logo:

w(l =3+ f'(kss)) = (1 4+n)

e Essa condic3o é equivalente Regra de Ouro Modificada do modelo de crescimento
neoclassico (Modified Golden Rule).

e Note que se w = 3, a condicio seria equivalente a Equacio de Euler no crescimento
neoclassico em tempo discreto (com populagdo).
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Regra de Ouro

e Lembre-se que para encontrar a Regra de Ouro (capital que maximiza consumo per
capita) basta utilizar a restricdo de recursos:
C;s + Cis/(l +n) = f(kss) + (1 = 6)kss — (1 + n)kss

Css

acss/akss =0= (1 -0+ f,(kgsR» = (1 + n)

e Como w < 1, o capital escolhido pelo planejador &€ menor que o da Regra de ouro:
ks < kSR (assim como no modelo de crescimento neoclassicol).

e Solugdo Pareto Otimo: f/(kss) — 30 >n
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Ineficiéncia Dinamica

e Quando f/(kss) — 8 < n estamos no caso de ineficiéncia dindmica. Isso implica em
superacumulacdo de k.

e Ok, mas esse é o caso do equilibrio descentralizado?

e Lembre-se que no caso com Cobb-Douglas e utilidade log:

[ B1-a) \YOO
’““‘<<1+n><1+ﬁ>> ’

e ou seja, ineficiéncia dindmica ocorre quando:

a(l+n)(1+p3)
Bl —a)

e N3o é apenas uma curiosidade tedrica. Para pardmetros bem razoaveis estamos no caso de
ineficiéncia dindmica.

—d < n.
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Ineficiéncia Dinamica

e Note que quando estamos ineficiéncia dinAmica podemos encontrar uma alocacio

factivel que melhore a situacio de todas as geracdes..
e Suponha: r5s — § < n. Claramente, kg5 > k:sGsR.

e Em ¢, vamos reduzir k; 11 por —Ak* de maneira que em t + 1,¢ + 2... estaremos em um
novo SS (note que é uma alocagdo factivel).

» Via restricdo de recursos:
Ct = f(k‘t) + (1 — (5)k't — (1 =+ n)kt+1

» Em ¢, o consumo total, ¢;, aumenta: Ac; = (1 + n)Ak™.
» No novo estado estacionario, 7 =t + 1,¢ + 2..., o consumo total aumenta:

Acy = —[f'(k* — AK*) — (n+ 6)]AE" > 0

<0
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Previdéncia Social

28 /34



Previdéncia Social

e Uma das primeiras aplicacdes do modelo OLG é o estudo da Previdéncia Social.

e Teoricamente, a previdéncia social pode impedir superacumulacdo de capital.

e 2 sistemas de Previdéncia Social:

1. Contas Individuais ou Capitalizacdo (Fully funded): o governo abre uma conta no seu
nome e faz uma poupanca forcada que financiara sua aposentadoria no futuro.

2. Reparticdo (Pay-as-you-go): a gerag¢do de jovens paga a aposentadoria dos velhos atuais.
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Fully Funded System

e Governo taxa o agente quando jovem com um imposto lump-sum T, e paga ele quando
velho uma pensdo b = 7(1 + riy1 — 0).

e Problema do agente:

omaxu(el) + Bu(cy)
Ct ZO’ Ct+1207 St

s.t. c% + s < wp — T,

C§+1 < (14741 —0) (st +7)

e Ou seja, a poupanca forcada foi alocada em capital produtivo. Eq. no mercado de ativos:
St +T = (1 + n)]{}t+1
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Fully Funded System

e Faz alguma diferenca? Note que a restricio orcamentaria intertemporal continua sendo a

mesma.

2

C

1 t+1
o+ — =y
(1+riq —0)
A rend t d te na It I I 3o Oti Lec?e
[ ] renda permanente (w¢ O agente nao se altera, 10go a aloCagao Ootima ¢” € ¢” € a

mesma.

e Se o governo forcar uma poupanca ao agente, ele simplesmente diminui a poupanca
privada na mesma propor¢do: poupanga publica crowds out a poupancga privada.

e Mercado de ativos: s; + 7 = ki1 (1 + n).

e Como qualquer aumento em 7 tem uma diminui¢cdo igual em s, o equilibrio continua o
mesmol!
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Fully Funded System

e Os precos ndo mudam.

E as alocacBes dos agentes ndo mudam:

» c.p.o do problema & o mesmo.
» Renda permanente é a mesma.

Equilibrio € 0 mesmo e a previdéncia n3o gera uma melhora de Pareto.

Suposicdes cruciais para a irrelevancia da previdéncia para o equlibrio:

1. O imposto n3o distorce nenhuma decisdo individual.
2. N&o ha restricdes na escolha da poupancga privada s;.
3. Valor presente do imposto é o mesmo (7 é igual em t e ¢t + 1).
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Pay-as-you-go System

e Governo taxa os jovens com um imposto lump-sum 7 e paga os velhos uma pensio
b= 7(1+ n) para os velhos (e assim mantém o orcamento equilibrado).
e Problema do agente:
1 2
L max u(c;) + Bulciyq)
Ct 207 Ct+1207 St
s.t. c% + s <wp — T,

C%-i-l < (1 +ree1 — 5)St + 7'(1 + n)
e Pela perspectiva do agente o sistema é uma poupanca forcada com retorno n.
e A n3o ser que 411 — d = n, a renda permanente é alterada com a previdéncia.
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Pay-as-you-go System

e O equilibrio normalemente também é alterado.

» O imposto NAO ¢é alocado em capital produtivo, ele & transferido diretamente para a
geracdo mais velha.
» lIsso significa que a condi¢do de equilibrio no mercado de ativos: sy = (1 4+ n)ks1q.

e Em condigBes normais (i.e. sem equilibrios maltiplos), a introdugdo da aposentadoria:

» Reduz a poupanca privada, s;, e o capital key.
» Aumenta a taxa de juros ryiq.

e Se estamos no caso da ineficiéncia dindmica, a previdéncia privada pode ajudar a chegar
na alocacdo pareto 6timo.

» Por outro lado, se estamos em uma alocac3o eficiente (k < k%), o desincentivo a poupanca
pode piorar a situag3o.
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Taking Stock

e Modelo de OLG: estrutura realista que forma a base de modelos mais complexos: capital
humano, heterogeneidade na renda/riqueza.

e Dependendo das formas funcionais, pode n3o existir um estado estacionario, assim como
podem existir maltiplos.

e O equilibrio descentralizado pode n&o ser eficiente (mesmo com formas funcionais usuais).

e Introduzimos previdéncia no modelo OLG. O modelo de previdéncia importa para a

acumulacdo de capital da economia.
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