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Introducao

e Tempo discreto:

> Bluler)
t=0

e Tempo continuo:

/ e Plu(cy)dt
0

Porque o desconto é exponencial?

Qual a diferenca?
» Nio ha nenhuma diferenca substancial. Alguns problemas s3o naturalmente escritos em
tempo discreto, outros em tempo continuo (ex. optimal stopping time problems).
» A matematica tende a ser mais elegante, mas as vezes mais complicada.

e Como resolver o problema?
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Intuicao

: ; ~ : t
e A taxa de desconto entre o tempo discreto e continuo sdo equivalentes: 3t = (ﬁp) :
e Intuicdo: Suponha um periodo de ¢t de um ano. Podemos calcular os juros composto:
1 t 1 t 1 nt
— X o0 X - — —
<1+r/n> <1+r/n) <1+r/n)
» Se n = 1, utilizamos juros anuais. Se n = 4, juros trimestrais, etc.
e Em tempo continuo, n — oo:
1 nt

lim [ —— =e "

n—co \ 1+71/n
e Prova: defina s = n/r, tome o limite s — oo, e utilize a regra de L'Hopital.
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Referéncias

e Acemoglu: Cap 7.

e Notas do Matthias Kredler.
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Exemplo: Consumo e Poupanca

e Tempo continuo finito: ¢ € [0, T7.

T

max/ e Pu(ey)dt + e PTVp(ar)
0

8at

ot
ap dado e ar > 0.

=q; =ra; +w — ¢,

onde Vr(ar) € um valor terminal (exégeno).

e Alternativamente podemos colocar uma condi¢do: ar = 0 (ndo é uma escolha do agente,

mas uma restricdo no problemal).

e As solucdes ¢; e a; sdo fungdes: c¢: [0,7] — R.
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Exemplo: Consumo e Poupanca

e Como encontrar a restricdo orcamentaria em tempo continuo?

e Restricdo orcamentaria para um periodo At:
arrar = (ar + WAL — ¢t At)(1 + rAt)
e Fluxo vs estoque: a; € estoque e ¢;, w, e r sdo variaveis de fluxo.
e Re-escrevendo e tomando o limite At — 0:
%t_at =ra+w—c + (w—¢)rAt
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Tempo Continuo

e Como resolver o problema?
» Calculo variacional (n&o iremos ver).
» Principio Maximo de Pontryagin (anélogo ao Lagrangiano).
» Equacgdo de Hamilton-Jacobian-Bellman (analogo a Equacg3o de Bellman).
e A abordagem aqui sera mais “intuitiva” e menos formal. Vamos saltar a maioria dos
teoremas e provas.
e Intuitivamente, muito do que vimos para o tempo discreto tem um equivalente para tempo
continuo (principio da otimalidade, suficiéncia da transversalidade, etc).
e O Capitulo 7 do Acemoglu é a referéncia caso vocé se interesse por mais detalhes.
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Principio Maximo de Pontryagin
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Principio Maximo de Pontryagin

Considere o problema:

T
max/ [z, ye, t)dt + M(xp)
0

Yt,Tt
s.t. .le't :g(mtaytat)
xo dado.
e 1; é o vetor estado.

e y; € o vetor controle.

f & a fung3o retorno (com desconto implicito).

g lei de movimento do estado.
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Principio Maximo de Pontryagin

e Defina o Hamiltoniano como:

H(wtayta A15715) = f(xta yt7t) + Atg(xbyht)

onde \; é o coestado (costate), € da mesma dimens&o de x; &€ uma fung¢do do tempo.

e Principio Maximo de Pontryagin. Suponha que f e g sdo continuamente diferenciaveis
e que (x7,y;) sdo solugdes interiores continuas. Logo, existe uma fun¢do \; que satisfaz
as condicdes necessarias:

Hx(xtayh)\tat) = _)\Z Vta (1)
Hy(xtvyta )‘tat) =0 Vt’ (2)
H)\(:Ctvyta Atvt) = it vt (3)

Com a condi¢do terminal Ay = M, (z;) (caso a condi¢do terminal seja ap = 0, entdo
Ar =0).
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Principio Maximo de Pontryagin

e Para ter um pouco de intuicdo, imagine o seguinte Lagrangeano:

T
L(ze,y, My t) = /0 U (@e, e, t) + Meg(@e, ye, t) —Nide] + M (27)
H(wt,yt,)\t,t)

e )\; funciona como o “multiplicador” e informa sobre o valor de relaxar as restri¢des.

e As condi¢cdes necessarias s3o analogas as condicdes de primeira ordem do Lagrangeano
acrescentando uma condic3o “temporal’.
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Principio Maximo de Pontryagin

e Nos casos que a fungdo retorno é descontada exponencialmente por e ** (praticamente
todos em economia), é conveniente redefinir o Hamiltoniano como H (x, yy, ¢, t):

H(ze,ye, A t) =f (2o, yr, 1) + Mg, ye, t)
H(z, 98, Ment) =e P (F (w98, 1) + peg (e, v, t)

H (@t,yt,pt,t)

e Onde o multiplicador e o retorno estdo em valores correntes:

Ht = )‘tept7 € f(xt7yt7t) = f(xtayt7t)ept'

a(1):
o (Tt Yty s 1) = ppi — fig
y(xtaytaut7t) =0

A($tayt7 /’th) = i:t-

o}

e A (nica condicio que se altera

o

>
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Exemplo: Consumo e Poupanca

e No problema de Consumo e Poupanca

H = uley) + pe(rag +w — ¢;)
e Logo:
rie = py — 1yt (4)
u'(e)) =y V. (5)

e Tomando a derivada em relacdo ao tempo:
fre =" (ce)éy (6)
e Substituindo e encontramos equacdo de Euler:

=—(r—p) (7)

u” (Ct)ét

u'(cr)
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Exemplo: Consumo e Poupanca

e A solucdo é um sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

UH (Ct)ét
u'(ct)

aQr =ra;+w— ¢

=—(r—p)

e Alternativamente podemos resolver por ¢; (utilizando d;) e encontrar uma equagdo de
segunda ordem.
e Para caracterizar uma solucdo é necessario uma condicdo inicial e uma terminal.
» Condic3o inicial: a¢ dado.
» Condigdo terminal: V(ar) ou transversalidade em caso de tempo infinito.

e Note que a elasticidade de substituicdo intertemporal & igual a

1 ()

o u(c)e

Onde o é o coeficiente de aversdo ao risco. Que implica na EE: é¢:/c = (r — p)/o.
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Digressdao: Solucdo de Equacoes Diferenciais

e Suponha uma equacio diferencial linear ndo-homogénea de primeira ordem:

§(t) + g(t)y(t) = f(1),

» onde g(t) e f(t) sdo parametros que podem ou ndo depender de t.
e A solucdo é dado pela seguinte férmula:

L u(s)f(s)ds + C
AT

» onde u(t) é o fator de integra¢do dado por:

ult) = exp < / :g<s>ds) ,

» to o tempo inicial e C' uma constante arbitraria (que pode ser encontrada com uma condicio

inicial y(0), ou alguma outra condi¢do).
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Exemplo: Consumo e Poupanca

e Utilizando as férmulas, podemos resolver a EE (uma EDO) ¢ = ¢(r — p) /o

g(t)zp_r, ft)=0 e to = 0.

(p—r)t

e Fator de integracdo é u(t) = exp (fg(p - r)/crds) =e o

e Logo, para uma constate arbitraria k1, temos a solugo:

(r—p)t
Ct =€ oo Ki.

° Quando t=0, podemos encontrar que a constante é igual a0 consumo no perl’odo 0:
K1 = Cg .
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Exemplo: Consumo e Poupanca

e Substituindo ¢; na restricdo orcamentaria:

. . (r—p)t
Gy =ra; +WwW — ¢ = ag—Trar=w—€ o Cy

e Podemos aplicar as férmulas:

g(t) = —r, ft)=w— e<p;r)tco e u(t) = exp (/t —rds) =e ",
0

e A poupanca 6tima a; para uma constante arbitraria ko é:

Tt t rs (r—p)s
ar=e e lw—e o ¢o)ds+ ko
0
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Exemplo: Consumo e Poupanca

e Resolvendo a integral (suponha o =1 para facilitar):

t
a; =e"t {/ (we™"® — cpe P%)ds + I€2:| = et {—(1 —rhy — C—O(l —e ") + ko
0 T

e Substituindo ¢t = 0, encontramos que a constante é igual a condicdo inicial: ko = ag.
e Ainda falta ¢y. Como estamos em tempo finito, utilizamos a condicio final: ar = 0:

_rT) _ 670(1 o e—pT) + ag

0=¢"T {—(1
T
_ P w —rT
=TT {?(1*6 ™)+ a)

valor presente da renda permanente

e Em tempo infinito poderiamos utilizar a no-Ponzi como condi¢cdo terminal.
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Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman
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Programacao Dinamica

Exatamente como no tempo discreto, podemos representar o problema utilizando a
Programag¢do Dindmica.

Abordagem mais flexivel, principalmente para introduzir incerteza, escolha discreta, etc.

Mesma solucdo mas temos que resolver uma equacdo diferencial parcial em vez de uma
equacido diferencial ordinaria.

Mais facil levar o problema para o computador (ndo iremos ver métodos numéricos).
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Bellman’s Principle

e Como encontrar a fun¢do valor em tempo continuo?

e Considere o principio de otimalidade de Bellman para obter a func¢do valor V(t — At, a):

V(t — At,a) = max{u(c)At + e PPV (t,d')}

c>0

st. ad =a+ (ra+w—-c)At

» u(c)At: fluxo de utilidade entre os periodos ¢t — At e t.
» e PAtV(t,a’): valor de continuagdo.
» (ra+w — c¢)At: fluxo de renda e consumo.

e Reescreva a equacio:

V(t—At,a) = mgg({u(c)At +e P2V (ta + (ra+w — ¢)At)}

21/37



Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

e Defina g(At) = e P2V (t,a + [ra +w — c]At) e tome a expansio de Taylor em torno do
ponto At = 0:

9(At) =g(0) + g'(0)At + o(A)
g(At) =V (t,a) + (—pV(t,a) + V,(t, a)a) At

onde V,(t,a) é a derivada em relagdo a a.

e A funcio valor:

V(t—At,a) = max {u(c)At+V(t,a) + (—pV (t,a) + Vo(t,a)a) At}

22/37



Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

e Continuando:

V(t— At,a) = max {u(c)At+V(t,a) + (—pV (t,a) + Vo(t,a)a) At}

V(t—At,a) —V(t,a)
At

= max {u(e) = pV(t,a) + V,(t,a)a}

e Tomando o limite At — 0 e encontramos a Hamilton-Jacobi-Bellman Equation:

—Vi(t,a) + pV (t,a) =max {u(c) + (ra+w — )V (t,a)}
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Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

Hamilton-Jacobi-Bellman Equation:

—Vi(t,a) + pV(t,a) = max {u(e) + (ra4+w — )V (t,a)}

Equacdo diferencial parcial (V;(¢,a)).

Suposicdo: V' é diferenciavel em todos seus argumentos.

Intuicdo: V,(t,a) representa o aumento marginal do valor quando a riqueza a aumenta
marginalmente — note a conexdo com o mulltiplicador p!

Se o problema for estacionario (variaveis constante ao longo do tempo): Vi(t,a) =0 e
funcdo valor ndo depende do tempo.
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Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

e Estamos interessados na solu¢do do problema. Condigcdo necessaria (c.p.o em relagdo a ¢):

u'(c*(t,a)) = Vu(t, a)

e E a condigdo de envelope. Diferenciando a HJB em relagdo a a (avaliado no étimo
c*(t,a)):

Vialto) + pValt @) = 28D (e (1,0)) — Vit 0))
=0 (pela cpo)

w(ra4+w—c*(t,a))Vaa(t,a) + rVy(t,a)
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Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

e Finalmente:
Via(t, @) + aVaa(t, @) = —(r — p)Va(t,0)
e Defina a solugo 6tima de a*(t) utilizando a lei de movimento e ¢*(¢, a):
a*(t) =ra+w—c*(t,a)
e Logo:

dVq(t, a*(t))

dt = Via(t,a* () + a* (t)Vaa(t, a*(t))

e Note que Vi(t,a) é a derivada parcial com respeito ao primeiro argumento e dV (t,a)/dt &
a derivada total (potencialmente o segundo argumento pode depender de t).
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Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

e Utilizando a cpo, e a condi¢do de envelope avaliada no 6timo a*(t):

4V (t,a*(t))
dtva(t, a* (t) = - (7" - p)
d,/
¥ (ct) — _(r
u’(ct) - ( p)
A COL I

e Finalmente encontramos a mesma Equacido de Euler!
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Uma pequena nota sobre Incerteza
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Incerteza

e Vamos considerar o processo mais simples em tempo continuo: processos poisson (jump
processes).

» Casos gerais necessitam uma introducdo a calculo estocastico.

Considere que w; segue um processo poisson com estados: {wq, ws}

A taxa de transicdo entre o estado i e j & dado por: 7;; > 0.

A probabilidade condicional de “saltar” do estado 1 para o estado 2 no intervalo At

P(salto para wy no intervalo [t,t + At]jwy = wy) = 1 — e M28 x 1y At 4 o( At)

onde a aproximac3o é valida para um At proximo de zero.
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Incerteza

e Para N estados w € {wy,...,wy} com At pequeno:

P(salto para wj no intervalo [t,t + At]|w; = w;) = n;; At + o( At)

P(continuar em w; no intervalo [t,t + At]|lw; = w;) &~ (1 - ijAt + 0(At)>
J#

e Probabilidade de 2 saltos no mesmo intervalo é de segunda ordem e desaparece
rapidamente quando At — 0

P(2 ou + saltos: i — k — j em [t,t + At]jwy = w;) ~ njiAt x g At = i (At)?
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Consumo e Poupanca

e Considere o problema de consumo e poupanca com w € {wy, w2} € N2 = N21 =N
V(t — At,a,wr) :rélggc{u(c)At + e PAL[(1 = nANV (t,d',wy) + nAtV (¢, d  ws)]}
com a =a+ (ra+w; — c)At.
e (1 —nAt)V(t,a’,wy) valor de continua¢do quando w ndo muda

e nAtV (t,a’,ws) valor de continuagdo quando wy — wo.
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Consumo e Poupanca

e Diferencie em At e avalie At = 0 (o resultado serda o mesmo se utilizarmos a série de
taylor como anteriormente):

oV (t — At,a,wy)

= —V t7 s =
A N
= max{u(c) + aVy(t,a,w1) } — pV(t,a,wr) +n(V(t, a,w2) — V(t,a,w))
c>0 N————’
Poupanca adicional Diferenca Salarial

Note que o efeito de poupar no estado wsy é de segunda ordem.
e A solucdo satisfaz as duas HJB simétricas:
_W(ta a, wl) + (p + n)v(ta a, wl) = mgé({u(c) - [ar +wy — C]Va(ta a, wl)} + 77V(ta a, w2)
C

—Vi(t,a,we) + (p+ )V (t,a,we) = Dagc{u(c) — [ar +wq — |V, (t,a,we)} + NV (t, a,w)
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Consumo e Poupanca

e Para encontrar a EE utilizamos a mesma idéia que anteriormente. Suponha que o
problema seja estacionario. A cpo de ¢ implica:

v (c*(a,w)) =V,

A condigdo do envelope (OHJB/0a):

pVa(a,w) = n(Va(a,w) — Va(a,w)) + rV(a,w) + aVye(a, w)

Ok, no tempo discreto sabemos que nossa EE é sobre o valor esperado da utilidade
marginal de t + 1 (i.e. E[u/(ci41)]).

Qual a definicdo apropriada deste valor esperado em tempo continuo?
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Consumo e Poupanca

e Definicdo. Para a funcdo diferenciavel f, defina o Infinitesimal Generator como o
operador A:

Af(a,w) = lim Er[f(arrar wtxt)] ~ flar,w)

e Intuicdo: O Infinitesimal Generator descreve como o processo estocastico evolui em um
intervalo de tempo.

e Nosso processo estocastico depende de duas variaveis: a; e wy. Basicamente A nos diz
como a fung¢do f evolui em valor esperado dado a} e w; para um instante t.

34 /37



Consumo e Poupanca

e No nosso caso:
Elf(aipae wirar)] = (1 —nAt) f(ai + a, wi) +nAtf(a; + a, )
e E relativamente facil utilizar a definicio e demonstrar que:

Af(a*7w) - dfa(a7w) +77(f(a*7 71)) - f(a*vw)) :

Drift em a transigcdo salarial

e A condicdo do envelope pode ser escrita:

aVaa(a,w) +n(Vy(a, ) — Vy(a,w)) = —(r — p)Va(a, w)
AV (a,w)
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Consumo e Poupanca

e Combinando a cpo com o envelope:

AVy(a*,w)
Va(a*7w) - (T - p)
Au' (¢*(a, w)) —(r—p)

u'(c*(a,w))

e Finalmente encontramos a Equacdo de Euler!
Au/(¢*)

e Onde )

é a taxa de crescimento esperada de /.
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Taking Stock

e Aprendemos o Principio Maximo de Pontryagin e utilizamos o Hamiltoniano para resolver
um problema de controle 6timo.

e Derivamos a equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman para o problema de consumo e
poupanca.

e Utilizamos um processo Poisson para introduzir incerteza.
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