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Introducao

e Teoria Macro = Modelo = Objetivo final sera encontrar a “solu¢do” do modelo.
e = Resolver os precos e as alocacdes.
e Logo estudamos contrafactuais, mecanismos, efeitos de diferentes politicas.

Como resolver o modelo?

(i) Quais as condi¢Bes necessarias para a existéncia de uma solugdo em um problema
dinadmico de equilibrio geral?

(ii) Como definir e encontrar o equilibrio?

(iii) Como podemos fazer afirmagdes sobre o bem-estar?
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Referéncias

e Notas do Dirk Krueger Cap. 2 e 3.
e Acemoglu Cap. 2.

e Per Krusell Cap. 4 e 5.
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Um Modelo (macro)econémico

Construindo um modelo (macro)econémico

e Preferéncias: funcio utilidade.

Tecnologia: fung¢do de producio.

Governo: instrumento de politicas, fun¢do objetivo.

“Environment”: Informacio, estrutura de mercado, bens, populacio, etc.

Endowments: Dotacdes dos agentes.

Conceito de equilibrio: como os precos sio definidos, ou alternativamente, como
ocorrem as interacdes entre os agentes da economia.

Com essas informacées podemos definir os precos e alocacdes da economia.
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Equilibrio Competitivo

Em geral vamos focar em um equilibrio competitivo.

Definition (Equilibrio Competitivo)
Um equilibrio competitivo sdo alocagdes (uma lista/vetor de quantidades) e pregos (lista/vetor
de pregos) dado que:

(i) Dado os precos, as quantidades solucionam o problema dos agentes;

(i) As quantidades respeitam as restri¢des de recursos da economia (ou seja, sdo alocacdes
factiveis).

e Um conjunto de equagdes que descrevem as a¢des dos agentes e as restricdes da economia
de maneira que os precos descrevem um equilibrio (ndo ha excesso de demanda ou oferta).

e A segunda condi¢do, em geral, implica que todos os mercados estdo em equilibrio (i.e.
market clearing).
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Solucionando o Modelo

Passo a passo:

1.
2.

Descrever o “environment”.

Solucionar o problema individual de cada agente
» Escrever o problema de maximiza¢do e o conjunto de equagdes que determinam a solug3o.
» Consumo das familias (em fun¢do da renda e prego), ¢ = f(y,p); demanda por trabalho das
firmas (em fun¢3o do salario/juros), n = h(w,r), etc.
Indicar as condi¢des de equilibrio (market clearing conditions).
» A demanda agregada de banana tem que ser igual a oferta agregada de banana, a mesma
coisa para mag3s, etc.
Descrever o equilibrio competitivo.

» Escrever todos os objetos endégenos (precos, alocagdes, etc) e todas as equagdes (f.o.c dos
agentes, market clearing, etc), e eventualmente politicas do governo.
» Sistema de N equacdes e N objetos endégenos.
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Solucionando o Modelo

Vantagens desta abordagem

e Relacbes agregadas respeitam as restricdes individuais.

e Transparéncia: Mapa claro do que é preferéncia/tecnologia, e do que é decisdo enddégena
dos agentes.

A expectativa dos agentes é consistente com o modelo.

Micro = Macro.

Mudancas de politicas alteram o bem-estar de cada agente individualmente.

Implicagdes testaveis sobre o comportamento individual.
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Modelo (macro)econémico

Modelos macro s3o...
D ynamic
S tochastic
G eneral

E equilibrium
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Exemplo: Economia de dotacGes com 2 agentes

e Environment: 2 agentes (i = 1,2 ) consumidores de um Gnico bem que vivem infinitos
periodos.

o Preferéncias:

U({et}i20) Zﬁt u(e) =12 (1)

o Dotagdes: Sequéncias deterministicas {e'}2°,, sendo que:

1 {é, se t & par. 9 {0, se t & par.

0, set éimpar. é, set éimpar.

ee>0.

e “Tecnologia™: A dotacdo pode ser transformada em bem de consumo final sem custo:
Ct = é
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Digressdao: Uma nota sobre o horizonte infinito

Em macro € comum resolvermos problemas dindmicos de soma infinita. Intuicdo: T = oo?

(i) Altruismo: Derivamos utilidade pelo bem-estar dos nossos descendentes. Um agente que
vive um periodo e desconta a utilidade de seus filhos com f3:

[e.9]

Uler) = uler) + BU(cry1) = Z B Tu(er) (3)

t=r1

(i) Simplificacdo: Quando T é suficientemente alto, o comportamento do modelo é
semelhante a T' = co. Modelos com T' = 0o s3o estacionarios e mais faceis de trabalhar.
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Digressdao: Uma nota sobre o horizonte infinito

e Ao lidar com horizonte infinito temos que nos preocupar se:
[ee]
U{ei}iZo) = Y Blulcr) (4)
t=0

é limitada (bounded).

e Como comparar duas sequéncias de consumo {¢;}?2, que produzem U infinito?

Dependendo do problem isso impde restricdes nos parametros e formas funcionais.

Se ¢; = ¢ for constante, a condicdo para que a série seja convergente é 3 < 1.

e Mas se a sequéncia for do tipo {c:}52, = {co(1 + 7)'}2,, ira depender de v, B e u(.).

11/76



Estrutura de Mercado

e O que é um equilibrio descentralizado? Alocacdes suportadas por precos que equilibram
todos os mercados.

e Basicamente resolver a oferta e demanda em N — 1 mercados (pela lei de Walras o
N-nésimo mercado estara em equilibrio).

e Escolher alocacdes quase sempre implica em resolver um problema dinamico.

Duas maneiras de representar um equilibrio competitivo de uma economia dindmica

1. Arrow-Debreu: Trocas ocorrem no periodo 0.

2. Mercados Sequenciais: Mercados abrem a cada periodo.
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Arrow-Debreu

Estrutura Arrow-Debreu

Agentes “trocam” no periodo 0 (ou assinam um contrato de compra e venda com “perfect
commitment”).

Nos periodos seguintes eles apenas entregam as quantidades acertadas no periodo 0.
O prego do bem de consumo final é p; em cada t. Vamos normalizar pg = 1.

Intuitivamente, um bem de consumo em ¢ é uma commodity diferente em ¢t — 1 (e por isso
tem um prego diferente).

Em mercados completos, T' periodos é equivalente a ter T' bens diferentes diferentes em
um mesmo periodo.

Restricdo orcamentaria do agente i no periodo 0: S9° pyct < 722 pret.
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Arrow-Debreu

Definicdo. Um equilibrio competitivo Arrow-Debreu é uma sequéncia de alocagdes {cf, c7}52,
e pregos {p;}72, dado que:

1. Dado a sequéncia de precos {p;}?°,, para i = 1,2, {c},c?}$°, & a solugdo do problema:

oo
max Bu(ch) (5)
{ei20}2, t;) '
st > picy <Y peey (6)
t=0 t=0
2. O mercado de bens esta em equilibrio:
cttcl=eftel=¢ Vit (7)

Ja descrevemos o ambiente da economia e a definicdo de equilibrio competitivo, vamos direto
ao problema de otimizacdo dos agentes i = 1, 2.
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Resolvendo o Problema de Dois Agentes

e Suponha u(c) =log(c) g € (0,1). Para um agente arbitrario i = 1, 2:

£= 3 ton(t) + s (et - 3o ©)
t=0 t=0

t=0
onde \; é o multiplicador de lagrange da restricio orcamentéaria para um agente 1.

» A solugdo é interior: ¢; > 0 para todo ¢ (lim._,o %' (c) = 00).
> A restricio orcamentaria se mantém com igualdade (u é estritamente crescente).
5t
e cp.o: — = \p parat =0,1,..,00.
Ct
e Resolvendo por \; em dois periodos arbitrarios:

1
——&i para todotei=1,2 (9)

C; Pt+1 Gy
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Resolvendo o Problema de Dois Agentes

. . . . Do
e Ok, um sistema com infinitas equagdes, e agora? Note que: ¢} = c%)p—,@’t.
bt
e Substituindo na restricio orcamentaria e normalizando py = 1:
0o 0o 0o Ci
i i t 0
St =3 nel =y = 10 (10
t=0 t=0 t=0
e Que nos da a sequéncia de alocacdes em funcdo dos precos.
e Para complentar a solucdo, precisamos encontrar os precos que suportam o equilibrio:

equacio de equlibrio no mercado de bens!
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Resolvendo o Problema de Dois Agentes

e Equilibrio no mercado de bens:
ot +cl=el tel=¢ Wt (11)

e Somando a c.p.o dos dois agentes:

1 2 Pt 1, 2
o1+ Cipn = B—(¢; +¢) Vi (12)
Pt+1
e Que implica em é = ﬂé & 6= Pit1 Com a normalizacio de pg = 1:
Pe+1 bt

p=p8" WVt (13)
e O que significa que c§+1 = ¢} = c} para ambos i.
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Resolvendo um Problema Dindmico

e A principio ja temos a resolucdo do equlibrio, mas podemos ir adiante e mostrar a

sequéncia de consumo como funcdo dos pardmetros.

e O agente 1 recebe a dotagdo primeiro, logo:
- (14)

oo o0
D B
t=0 t=0

e De maneira semelhante podemos demostrar que para o agente 2:
(15)

t ™ 1 _ 42
=0 1-5

e Finalmente, as alocacdes de eq. sdo dadas:
1 1 é é 9 o ép é
=c = > — =c" = < = 16
“TC Ty 72 S AT T 1552 (16)
18 /76

e O agente 1 consome mais porque ele recebe o dote primeiro.



Mercados Sequenciais

Estrutura de Mercado Sequencial

Agentes “trocam” todos os periodos e podem tomar empréstimos de 1—periodo (ou
emprestar) a uma taxa de juros r;.

Defina a; como a posicdo liquida do agente, ou seja a poupanca do periodo t — 1.

O preco do bem de consumo final é p; em cada t. Vamos normalizar p; = 1 em todos os
periodos.

Restricdo orcamentaria do agente ¢ no periodo t:
ct 4+ arpr < ag(14 1) + €l (17)

Alternativamente, podemos utilizar como o preco de um titulo de um periodo como
g =1/(1+mr).
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Mercados Sequenciais

Definicao. Um equilibrio competitivo com Mercados Sequenciais é uma sequéncia de
alocaces {c}, ¢, al 1, 02,1 1750 @ presos {ri}%, dado que:

1. Dado a sequéncia de juros {r:}{2, para i = 1,2, {c},c},a},,a?,1}72, € a solugdo do
problema:

[o¢]
~ max Blu(ct) (18)
{c}>0,a;, 112, t:zo
st cptap <a(147m) el Yt ah =0 (19)

. ar41 .
Th_rgom >0 (No-Ponzi-game) (20)

2. O mercado de bens e de ativos (titulos) estdo em equilibrio:
cttci=eltel=¢ Vt (21)
a1 +aj =0 Vit (22)



Mercados Sequenciais

e Note que hd uma condicdo de equilibrio extra no mercado de ativos e que existem infinitas
restricoes

e Se os mercados sdo completos e restricio de no-Ponzi game for satisfeita, um equilibrio
Arrow-Debreu sempre tem um equivalente em Mercado Sequenciais.

» Veja o teorema e a prova nas notas do DK.
e O que significa a restricdo de no-Ponzi game?

» Para dar intuicdo, vamos resolver o problema sequencial em tempo finito e substituir a NPG
por uma restricdo ar41 > 0.
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Mercados Sequenciais em Tempo Finito

Kuhn-Tucker do agente i:

T
L= Z { Ct + At (et + at(l + 1) — ¢ aiﬂ)] + HTG%H (23)
t=0

e Condicdes de Kuhn-Tucker:
» ary1 >0, Ay >0e py > 0.
» Folga complementar (complementary slackness): apyipur =0

CondicGes de primeira ordem...

u(c)Bf =N e M=(14r 1)1 para t=0,...T-1
W'(er)BT =Ar e Ap=pr para t=T
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Mercados Sequenciais em Tempo Finito

e Utilizando as CPOs:
u'(c)) = (1 +re1)Bu'(cp1) t=0,1,...,T—1

e Essa é a Euler Equation = equacdo mais importante da macro moderna.
» Descreve o trade-off entre consumo e poupanca da familia.

e No periodo T*
ﬂTu’(cT) =Ar=pur >0

» Por hipétese ¢ > 0 e w/(cr) temos que pur > 0.
» Pela folga complementar do KT = ag = 0! = agente ndo quer morrer com “dinheiro no

bolso”.
» O que aconteceria se ndo tivessemos a restricdo ar > 0?7 O que isso nos diz sobre a

No-Ponzi game?

23/76



No-Ponzi Game

e Condigdo de no-Ponzi game: sem ela o agente sempre poderia rolar a divida e conseguir

uma sequéncia de consumo maior.

e Substituindo as restricdes orcamentarias até 7' (suponha igualdade):

Co — €0 + ai
=a

(I1+ro)  (1+rg)

Ccl1 — €1 a9

+ =ai...
I+r)  (A+r)
T
Ct — € arT+1
= + = qag

;)H§:o(1+7°j) I (1 + 7¢)

~—_————

=0 No-Ponzi-game

e Alternativamente a esta condicdo, podemos impor um limite inferior de forma que:

at41 Z _Za

(24)

desde que este limite inferior seja alto o suficiente para n3o restringir a escolha de a4 ;.
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Mercados Sequenciais em Tempo Infinito

e Em tempo infinito ndo temos a condigdo final. Utilizando a Equacgdo de Euler (e
assuming log):

1 1
—= (1+7’t+1)67 Vieir=1,2.
G Cit1
e Note que:
¢i=Q0+r)Bchy & =1+r)Bc; — d=1+r)1+r)fc
= i =cpt [H (1 —i—rj)]
i i B t
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Mercados Sequenciais em Tempo Infinito

t

e Substituindo ¢ = céﬁ {szo(l + rj)} na restricio orcamentaria intertemporal:
To

i o0

. T+1 N et
+ lim 7:a 4
HE o(1+75)  Tooo T (1 +74) 0 ZHt o(L+75)

“MS

o ) 5t
i —
t:ZOCO(l—i— o) a0+ZHt (l—i-'r])

Ci ’L
-5 - 0(1”°+Znt i

e Por hipétese af, = 0 (poderia ser positivo ou negativo, n3o faria diferenca).

e Sem a NPG, a restricdo orcamentaria intertemporal n3o é limitada.
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Precos

e Somando a equacdo de euler dos dois agentes: ¢} + ¢ = (1 + ry1)B(clq + ¢4 1)

e Utilizando a equagdo de eq. no mercado de bens: ¢} + ¢ = e} + e7 = ¢ para todo t:

1
é:(].—f—TH_l)Bé = 1—}—7}:5 Vit > 0.

» Note que 1/(1 + r¢41) = pi+1/p: da estrutura Arrow-Debreu.

e Além disso ¢} = ¢} V.
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Solucao

e Finalmente, utilizando § = 1/(1+ r):

ch - €t o~ ot i
—_— _—— /8 (&
(1-5) tzzoﬂﬁzl(lJrTj) t:Zo :

substituindo pelas sequéncias do dote e! de cada agente i, encontramos as mesmas
alocacdes do mercado Arrow-Debreu.

e Uma vez que temos o consumo de cada agente em cada periodo ¢, podemos utilizar as
restricBes orcamentarias e calcular a sua poupancal

e Lembre-se que equilibrio no mercado de ativos: a; + a? = 0 para todo o t.
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Modelo de Crescimento Neoclassico
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Modelo de Crescimento Neoclassico

e O modelo de crescimento neoclassico é o arcabouco padrio para estudo de crescimento,
ciclos reais de negdcios, e muitas outras subareas da macro.

e E semelhante ao modelo de Solow, mas com decisdo de consumo e poupanga endégena.

» Satisfaz os Fatos de Kaldor!

e Vamos ver a sua versdo mais basica em tempo discreto e se debrucar sob suas hipoteses.
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Modelo de Crescimento Neoclassico

e Preferéncias: U({c:}3°,) = 352 Blu(ct)
e Tecnologia: y; = F(ki,nt) e i = ki1 — (1 — )k
e Governo: N3o ha.

e “Environment”: N3o ha incerteza; Um Gnico bem que pode ser consumido ou investido
Yyt = ¢t + 1;. N3o ha crescimento populacional.

e Endowments: &k dado.

e Conceito de equilibrio: Competitivo.

Solucdo: Sequéncias {ct, kty1}52-
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Preferéncias

e Agentes principais de um modelo de equilibrio geral: individuos, familias, consumidores,
etc.

e A definicdo das suas preferéncias sdo importantes porque formam a base de avaliacdo de
bem-estar do modelo:

» Nocdes de otimalidade e ordenamento de politicas sé sdo possiveis se conhecermos as
preferéncias dos agentes.

e A maior parte dos modelos macroecondmicos utiliza o conceito de agente representativo
(Representative Household).

» Vamos primeiro generalizar e supor que existem h agentes na economia.
» Depois entenderemos quando podemos supor um agente representativo.
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Utilidade

e Assumindo um fator de desconto exponencial 5 € (0, 1) (especifico ao individuo h), a
funcdo de utilidade é dada

T
Uh(c?cha"'a E Z Bh ! h Ct (25)
t=0

onde U & a fungdo utilidade definida sobre uma sequéncia de consumo {c;}7_,.

Uma interpretacdo simples & que ¢; em periodos diferentes sdo “bens” diferentes.

Desconto exponencial implica que independentemente do periodo ¢, o desconto entre ¢ e
t 4+ 1 é sempre o mesmo.

T pode ser finito ou infinito (no modelo de crescimento neoclassico T' = o).
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Utilidade por periodo: Pressupostos

I[remos assumir que u():

e & uma fungdo duas vezes derivavel, estritamente crescente (u/(c¢) > 0), estritamente
cdncava (u”(c) < 0), ndo se altera ao longo do tempo, e ndo depende da decisdo dos
outros individuos.

e é time-separable.
e definida sobre ¢ > 0.
e E que utilidade marginal satisfaz:
N : 10 —
il_r)%u (c) =00 e CIEEOU (c)=0 (26)

» Isto garante que a escolha de um agente seja sempre ¢ € (0, 0).
» Mais consumo é sempre melhor, mas uma unidade adicional de ¢ aumenta = Utilidade

marginal é decrescente.
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Digressao: Agente Representativo

e Modelos macros assumem uma familia representativa. O que isso quer dizer?

e Suponha que em vez de uma familia representativa, existe um continuum de familias i
representadas pelo intervalo [0, 1].
» Vantagem de utilizar populacio unitéria: valor agregado = média.
» De maneira geral u() e 8 podem depender da familia &
» As familias também podem ser heterogéneas em suas dotacdes: renda, riqueza...

e Estamos interessados em estudar as variaveis agregadas = eventualmente temos que
agregar as decisGes de todos os individuos da economia.

e Isto ¢, a demanda agregada, (4, é definida como:
1
Cy = / crdh (27)
0

onde ¢} & o consumo 6timo do agente h.
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Digressao: Agente Representativo

Problema: Agregar agentes heterogénos pode ser complicado.

Implica em resolver a decisdo de cada agente individualmente.

Solucdo: Assumir a existéncia de um agente representativo.

» A demanda agregada da economia pode ser representada por um agente representativo
tomando a decisdo sujeita a restricdo orcamentaria agregada.

» Quando podemos fazer isso?

» O que n6s perdemos?

Solucdo trivial: Assumir que as preferéncias e as dotag¢Ses sdo iguais para todo o h:
» u"() =u(), B" =B e dotacdes iguais = c" = c.

Nem sempre precisamos assumir que todos os agentes sdo iguais, para que nosso modelo
seja representado por uma familia representativa.
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Teorema de Agregacao de Gorman

Theorem (Teorema de Agregagdo de Gorman)

Considere uma economia com N < oo bens e um conjunto H de agentes com riqueza w".

Suponha que as preferéncias de cada familia h € H s3o representadas pela utilidade indireta
v (p, w") = a"(p) + b(p)w", (28)
entdo as preferéncias podem ser agregadas e representadas por um agente com utilidade indireta
v(p,w) = a(p) + b(p)w, (29)
onde a(p) = [,cy a"(p)dh e w = [,y w'dh.

e Prova: Utilize a identidade de Roy para encontrar a demanda individual e tome a integral
sobre h.
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Teorema de Agregacao de Gorman

e Se as preferéncias levam a utilidades indiretas lineares na riqueza com o mesmo b(p) para
todos os agentes, podemos representar a demanda individual para um bem arbitrério:

(p,w") = o (p) + K(p)uw" (30)

e Relacdo linear entre a demanda e a riqueza!

e Intuicio:

> Se todos os agentes tem a mesma propens3o marginal a consumir, a demanda agregada
apenas depende da riqueza agregada!
» Ao realocarmos riqueza de um agente para o outro, a demanda agregada n3o se altera.
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Um Exemplo Simples

e Suponha 2 agentes com utilidade Cobb-Douglas U (1, z5) = z§zy

» Capitalista recebe lucro y© = .
» Trabalhador recebe salario y* = w.
» Renda agregada Y = w + 7.

e Demandas individuais: z¢ = ay’/p1 e 24 = (1 — )y’ /pa para i = c, w.
e Utilidade indireta:
i\ O i\ 1—a 1—c
) ) B Y Y a\® /1 -« )
’Ulp,Z:.’Bal'l a:<a> (l—a) :<7> ( i
®.v) 1 P ( )p2 n P2 Y

e Utilidade indireta do agente representativo com renda Y:

o= (&) (55

p/ \ pe
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Funcao Utilidade

Outros Exemplos

(i) Utilidades quasi-homotéticas:

N o/(o-1)
u(zl, .., al) = {Z(fcy —éj’)(‘"”/"} (31)

j=1

defina jg‘ = x; — &. Desde que a solugdo seja interior, a utilidade admite um agente

representativo com &; = [, {;‘dh.

(ii) Utilidades quasi-lineares
u(e,l) = u(e) + ¢l (32)
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Agente Representativo

Existem versdes do Teorema de Agregacdo de Gorman para economias dindmicas.

Utilizaremos utilidades que admitem agentes representativos!

A partir de agora iremos representar as familias com uma sé familia representativa:
U(ct) = Uler).

e Exercicio: Encontre o agente representativo da economia com dois agentes secio anterior.
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Tecnologia e Producao

e Agente responsavel pela produ¢io = Firmas.

e Na maior parte dos modelos (mas ndo todos!) vamos assumir:
» que existe uma firma representativa com uma fung¢io de produgdo representativa (ou
agregada) que produz um anico bem final;
» que o lucro (quando houver) é redistribuido para todas as familias igualmente;
» que utiliza como insumos (ou fatores) capital, K, e/ou trabalho, N. Esses insumos sdo
contratados no “spot market” (problema da firma é estatico).

e Intuicdo: A fungdo de produgdo agregada representa o valor adicionado total (PIB) da
economia e ndo um bem especifico.
» Capital e trabalho sdo insumos utilizados por todos os setores em maior ou menor proporcio.
» Bens intermediarios n3o s3o incluidos e o custo de materais basicos n3o é relevante
quantitativamente.
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Tecnologia e Producao

e Com um anico bem final y, se

» os mercados forem competivos;
» ndo existirem externalidades na producdo;

a economia admite uma firma representativa (incluindo se as firmas da economia tiverem
fun¢des de producdo heterogéneas).

e Teorema e prova: Acemoglu p. 158.

e Mesmo com miltiplos bens/setores, se a funcdo de producdo for a mesma e os fatores
completamente mdveis entre setores é possivel demonstrar que existe uma funcdo
agregada.
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Funcao de Producao

Funcido de Producdo Agregada
Y: = F(K¢, Ni, Ar) (33)

Onde: K: Capital; N: Trabalho; A: Shifter tecnolégico, viésado ou ndo para um determinado

fator.
(Tipicas) Suposicdes Neoclassicas:
(i) F:R3Y — Ry & duas vezes diferenciavel, é estritamente crescente e concava em K e L.

> Fre > 0; Fy > 0;
» Fxg <0; Fyy <0 (rendimentos marginais decrescentes)

(ii) F exibe retornos constantes de escala em K e N
» F' é homogeénea de grau 1: zF'(K,N,A) = F(zK,zN, A).

(iii) Condi¢des Inada.
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Funcao de Producao

Retornos Constante de Escala

Theorem (Teorema de Euler)

Suponha que f : RE+2 — R é diferencidvel em x € R e y € R, com derivadas parciais f, e fia
e é homogénea de grau m. Logo:

mf(x,y,z) = fo(z,y,2)x + fy(z,y,2)y paratodox e R,y e R, ez e RE. (34)

Além disso, f, e f, sdo homogénea de graum — 1 em x e y.

e Note que retornos constante de escala somado a equilibrio competitivo (prego igual ao
produto marginal) implica que as firmas tem lucro zero.

e Em particular, isso implica Producdo = Renda Total dos Fatores:

Y = w Ny + 1 Ky (35)
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Funcao de Producao

CondicGes de Inada

F satisfaz:
lim Fr(K,N,A) =00 lim Fr(K,N,A) =0
K—0 K—oo
lim F(K,N,A) = lim Fr(K,N,A) =0
N—=0 N—o00

Para todo N > 0, K > 0.
e Suponha também: F(0, N, A) =0.
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Resolvendo o Modelo

Ja temos as suposicdes sobre as preferéncias e a tecnologia.

Objetivo final: Encontrar as alocagdes de equilibrio (e os pregos). Como fazer:

(i) Equilibrio descentralizado: encontrar o preco que equlibria a oferta de capital /consumo
com a sua demanda.

(i) Planejador social: Resolver o problema do planejador central benevolente = Também é
a solugdo 6tima/eficiente do modelo.

Dado certas suposicdes a solucdo dos dois problemas s3o iguais,

Social Planner’s Problem:
» Maximiza a utilidade dado as restricBes tecnolgicas e de recursos da economia (ndo esta
sujeito a restricdo orcamentaria dos consumidores - mas sim aos recursos TOTAIS da
economia).
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Voltando ao Modelo de Crescimento Neoclassico

Passo 1: Descrever o modelo.

e Preferéncias: u({c:}:2,) = 3202 Blu(ct)
» u: Ry — R’ é estritamente crescente, duas vezes diferenciavel; u/(c) > 0, v (c) <0;
Condicdes de Inada; 8 € (0,1).
e Tecnologia: y; = F(ki,n) e i = ki1 — (1 — )k
» F': satisfaz as suposi¢cdes neocléssicas (crescente, diferenciavel e céncava em k e [, CRS,

condicdes de Inada).
» Deprecia¢io do capital § € [0, 1]

e “Environment”: N3o ha incerteza; Um Gnico bem que pode ser consumido ou investido
Yt = C¢ + it.
» Populagdo ny11 =ny = 1.

e Endowments: kg dado.
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Problema do Social Planner

Passo 2: Resolver o problema do planejador social benevolente:

e Vamos assumir um consumidor representativo = planejador escolhe a alocacio
{kt+1,c:}22, que maximiza a utilidade deste consumidor.

e Trade-off de consumo presente vs consumo futuro.

Z,B u(ct) (36)

{k‘t+1>0 Ct>0}t 0

st. iy <y = Flky,ng) Vi (37)
kt+1 = it + (1 - 5)]{3,5 Vt, (38)
ko > 0 dado; (39)

e Para simplificar, substituimos a lei de movimento do capital em 7; e n; = 1.
o E escrever: f(ky) = F(k, 1)+ (1 — 0)k;.
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Resolvendo um Problema Dindmico

e Ok, como resolver um problema dindmico com soma infinita?

e Resolveremos primeiro com um T finito utilizando métodos de otimizacdo com restricdo
(Kuhn-Tucker).

e As condi¢cdes de Kuhn-Tucker s3o suficientes se a fun¢do objetiva for concava e as
restricdes convexas.

e As suposicdes que fizemos sobre u e f garantem que essas condi¢des sdo garantidas:

u(cy) é crescente logo a restricdo de recursos se mantém com igualdade.
u(ct) € concava, logo a soma de u(c;) também é concava.

A restricdo é convexa: 0 < k; < f(k).

Condicdes de Inada garantem que a solugdo seja interior ¢ > 0 e k > 0.
Exceto para o altimo T onde k1 = 0.

vV VY VY VvYy
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Modelo de Crescimento Neoclassico

Lagrangeano:

L= [Bule) + N (f(ke) — e — kesr) + prekip]

T
t=0

e Condicdes de Kuhn-Tucker:
> ki1 >0, A >0ep >0.
» Folga complementar (complementary slackness): k;y1p: =0

Condicdes de primeira ordem...
e Note que k411 >0e puy =0, paratodot =0,..,7 — 1:

u/(ct)ﬁt == )\t (S )\t == f/(ktJrl))\tJrl t= 0, ,T —1

e E encontramos a Euler Equation:

u'(er) = f'(key1)Bu'(crr1) t=0,1,..,T—1

(40)

(41)



Euler Equation

A Equac3do de Euler conecta a decisdo de consumo de hoje com a de amanh3. Explicita o
trade-off entre consumo e poupanga (ou no caso do planejador alocar uma unidade em ¢;
ou em ;).

u'(cr) = f'(ker) Bu (ce1) (43)

e Custo marginal de deixar de consumir uma unidade do bem final em ¢ é igual ao beneficio
marginal descontado de consumir f’(k¢y1) unidades do bem final em ¢ + 1.

e Concavidade (estrita) na func¢do utilidade implica que as familias gostariam de suavizar o
consumo ao longo da vida.

e Note que poupancga extra altera o retorno futuro via f/(k¢11).
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Solucao do Problema: Tempo Finito

e Note que a equacdo de Euler sé é valida até o periodo T'— 1. As c.p.o no periodo T":
UI(CT),BT = >\T € )\T = ur t= 0, ...,T —1 (44)
e O que implica que pup = Ap > 0 e kpy1 = 0!

e Resultado intuitivo, ja que n3o faz sentido levar capital para T+ 1...
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Solucao do Problema: Tempo Finito

e As sequéncias que maximizam a utilidade precisam satisfazer o sistema de equacdes de
diferengas (parat =0,...,7 — 1):

u'(cr) = f'(kys1)Bu' (crr1)  (Equagdo de Euler) (45)
¢t + kit1 = f(ki) (Restricdo de Recursos) (46)

e Alternativamente podemos substituir ¢; e escrever o problema como uma equacio de
diferenca de segunda ordem.

e Duas equagdos de diferencas (de primeira ordem) necessitam de duas condi¢des
iniciais/terminais.

e Essas condi¢bes sdo: kg dado e kp1 = 0.
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Tempo Infinito

e Em tempo finito kr;1 = 0. Mas em tempo infinito qual é a condi¢do terminal que garante
que o sistema de equacdes tenha uma solucdo anica? Condicdo de Transversalidade
(TVQ).

e Note que em tempo finito: Apkpy1 = 0.

e A Condicdo de Transversalidade:
lim Apkryy = lim BT/ (ep)kri =0 (47)
T—o00 T—o00

e Intuitivamente diz que o valor sombra (shadow value) do capital converge para zero (ndo
necessariamente o estoque de capital).

e Sem a TVC é possivel encontrar infinitas sequéncias de ¢; e ki1 que satisfacam a EE.

e Prova para a suficiéncia da TVC em PK ou SL.
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Tempo Infinito

e Com a TVC e o kg dado e as duas equagdes de diferencas (EE e restrigdes de recursos)
podemos encontrar as alocacdes Stimas que solucionam o problema do planejador central.

e Na grande parte das aplicacdes n3o é possivel resolver o problema analiticamente.
» Aproximacdes lineares.
» Resolver o problema no computador (utilizando programagio dindmica).

e Exemplo: Suponha u(c) =log(c) e f(k) = k“ (i.e., F'() & Cobb-Douglas e § =1) e
resolva para politica 6tima (i.e. ki+1 em fungdo de k; e os pardmetros).
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Bem-Estar e Equilibrio

Ok, encontramos a solucdo do planejado social benevolente.

Relacdo proxima entre resolver o problema do planejador central e o equilibrio competitivo
descentralizado.

Sob certas condicdes os dois problemas resultam nas mesmas alocacdes = Teoremas do
Bem-Estar.

» 1° Teorema do Bem-Estar: Eq. competitivo = Aloca¢des Pareto 6timo.

» 2° Teorema do Bem-Estar: Alocacées Pareto 6timo = Eq. competitivo.

Neste caso também podemos dizer que a economia & Pareto eficiente.
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Otimalidade de Pareto

e Suponha uma economia arbitréria:

1. N bens indexados por j;

2. H familias indexados por h que consomem x
f

'

e A fracio da propriedade da firma é dado por 6/, onde ZhH Hf; =1.

h
J

com utilidade U” e dotacdes e”*;

3. F firmas indexados por f que produzem y

e Definicido: Uma alocacdo {x;-‘,y]f}fER heH, jen € ‘feasible” se para todo j € N:
H H F
dla <y e+ 3y (48)
h h f

. e (b ] , " .
° Deflnlgao.. UTa alocagdo {7, y; } rer, nen, jen € Pareto 6timo se:
1. & “feasible”;
2. ndo existe nenhuma outra alocacdo “feasible” {27, 7/} que

Uh({i?}jeN) > Uh({x?}jeN) para todo h (49)
Uh({fv;-’}jeN) > Uh({x?}jeN) para pelo menos um h. (50)
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Primeiro Teorema do Bem-Estar

Theorem (First Welfare Theorem)

Suponha que {x;‘, yjf p;} seja um equilibrio competitivo e que todas U" sejam localmente nio

saciada (locally nonsatiated). Entdo {x?, y}c } é Pareto 6timo.

Prova: Por contradicdo. Suponha {xh,yf} n3o seja Pareto 6timo (ou seja, existe uma

[

J L
outra alocagio feasible que dé mais utilidade para pelo menos um h) e use a definigdo de
eq. competitivo.

e Note que estamos assumindo a existéncia de um eq. competitivo (que pode n&o existir
dependendo da forma de U", e dos conjuntos de z e y).

e Otimo de Pareto no diz nada sobre equidade (um individuo consumindo tudo & eficiente).

e Quando o Primeiro teorema do Bem-Estar n3o se aplica?

» Externalidades; Mercados incompletos; Competicdo Imperfeita; Informacdo Assimétrica;
Tributacdo Distorciva;
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Segundo Teorema do Bem-Estar

Theorem (Second Welfare Theorem)

Considere a alocacdo Pareto étimo {x?, yf }. Dada certas condigées (conjunto de producéo e

consumo é convexo, utilidade é céncava, continua e localmente n3o saciada), existe um
equilibrio competitivo com precos {p;} e dotacées {e", 9}{} que suportam a alocacio {x?, f }.

e Prova: A prova é mais complicada ja que implicitamente envolve demonstrar a existéncia
de um equilibrio competitivo. Basicamente envolve mostrar a existéncia de pregos (em um
hiperplano) que suportam as aloca¢3es.

e Intuitivamente, o 29° Teorema do Bem-Estar nos diz que uma alocacdo é parte de um eq.
competitivo.

e Dado uma redistribuicdo apropriada das dotacdes iniciais, podemos selecionar a alocacio
Pareto 6tima que é um eq. competitivo.
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Social Planner

Os Teoremas do Bem-Estar dizem que podemos ir de uma alocacido Pareto 6timo para um
equilibrio descentralizado e vice-versa.

Sob certas condicBes basta computar as alocacdes Pareto 6timo resolvendo o problema do
Social Planner (que em geral é mais simples).

Com mais de uma familia o planejador tem que associar um peso a utilidade de cada
familia = Existéncia de um conjunto de aloca¢ées Pareto-6timo.

Método de Negishi: Seleciona o peso apropriado de acordo com as dotagdes iniciais de

cada familia para encontrar as alocacdes do eq. competitivo!
» Exercicio: resolver dois agentes utilizando o método de Negishi.
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Crescimento Neoclassico: Equilibrio Descentralizado

e Ja resolvemos para as aloca¢des do crescimento 6timo = Social Planner.

e Sabemos que pelos Teoremas do Bem-Estar as alocacdes escolhidas pelo planejador sio
parte de um equilibrio competitivo.

e Ok, mas e os precos? E se os Teoremas do Bem-Estar no se aplicarem?
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Voltando ao Modelo de Crescimento Neoclassico

Passo 1: Descrever o modelo.

e Preferéncias: u({c:}:2,) = 3202 Blu(ct)
» u: Ry — R’ é estritamente crescente, duas vezes diferenciavel; u/(c) > 0, v (c) <0;
B€(0,1).
e Tecnologia: y; = F(ki,n) e i = ki1 — (1 — )k
» F': satisfaz as suposi¢cdes neocléssicas (crescente, diferenciavel e céncava em k e [, CRS,

condicdes de Inada).
» Deprecia¢io do capital § € [0, 1]

e “Environment”: N3o ha incerteza; Um Gnico bem que pode ser consumido ou investido
Yt = C¢ + it.
» Populagdo ny11 =ny = 1.

e Endowments: kg dado.
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Modelo de Crescimento Neoclassico

Passo 2: Resolver o problema dos agentes (familia e firmas).

e O problema da firma é estatico - firmas contratam capital e trabalho no spot market.
Todo t:

max 7y = F(ky,ng) — reky — wyny (51)
kt,nt

e Dado as suposicdes sobre F'(ky,n;) as c.p.o sdo necessarias e suficientes:

re = Fk(kt,nt) = MgPK Vi (52)
wy = Fy(ky,ny) = MgPN vt (53)
e Dependendo da funcio de producio é possivel derivar equacdes de demanda por trabalho
e capital em funcdo dos precos: k¢ = h¥(r,w), n? = h*(r,w).
e Em muito dos modelos que vamos estudar estaremos interessado na razdo k;/n; (em
fungdo dos pregos).
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Modelo de Crescimento Neoclassico

Problema das familias
e Familias sdo donas do capital e ofertam trabalho para as firmas.

e Capital é predeterminado: k; é dado, familias aumentam capital investindo (e deixando de
consumir).

Z Bt Ct (54)

{kt+17 Ct}t 0y

s.t. ct + Zt < Ttkt + weng \V/t; (55)
kt+1 = it + (]. - 5)kt Vt, (56)
ke >0Vt e ko> 0 dado; (57)
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Modelo de Crescimento Neoclassico

Problema das familias

Z u(er) + M (we + (L + 7 — 0)ky — k1 — ) (58)
t=0

e Dado as suposicdes que fizemos em F' e u sabemos que a solucdo sera interior e a
restricio orcamentaria se sustenta com igualdade.

o Cp.o: B (c) = A\ € A1 (1 + 141 — §) = A para todo ¢.
e Solugdo do problema é a sequéncia que satisfaz a Equagdo de Euler (condi¢des
necessarias):

' (ct) = B(1+ 11 — O)u'(ceyr)  VE (59)

juntamente com a condi¢do de Transversalidade.
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Problema das familias: TVC vs no-Ponzi game

e Note que a TVC é semelhante a no-Ponzi game, as duas impedem que as trajetérias
6timas n3o “explodam”.

e Se assumimos uma condi¢do no-Ponzi com igualdade e a; = k; temos que via TVC:

At—1

lim Apkra; =0 e A =——L
e T C MT W9

e lterando: \p = e substituindo chegamos a no-Ponzi.

Ag
H?:0(1+7‘t75)
e Apesar de terem a mesma utilidade, conceitualmente s3o coisas diferentes:

» A no-Ponzi-game é uma restricdo no problema das familias que impede a acumulac¢io de

dividas.

» No modelo de crescimento neoclassico basico normalmente a no-Ponzi é omitida ja que
ar = kt > 0 Vt.

» Mas em versdes mais sofisticadas (com diferentes tipos titulos, governo, etc) ela pode ser
necessaria.
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TVC vs no-Ponzi game

e Ja a TVC determina a escolha étima dado um conjunto de possiveis sequéncias.

e E uma condigdo necessaria e suficiente para a solugdo do problema na formulacao
sequencial do modelo de crescimento.

» Em outras palavras, € uma condicdo terminal.

e Kamihigashi (2008): “A no-Ponzi-game condition is a constraint that prevents
overaccumulation of debt, while a typical transversality condition is an optimality condition
that rules out overaccumulation of wealth. They place opposite restrictions, and should
not be confused.”
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Modelo de Crescimento Neoclassico

Passo 3: Condicées de Equilibrio

e Market clearing para capital e trabalho:
nf=1 e ki=Fk Wt (61)
e Market clearing no mercado de bens (resource constraint):

Yy =ct + 1y Vit (62)

e que é trivialmente satisfeita pela restricio orcamentaria das familias:
Y = F(k:t,nt) = ’I"tk?t + winy € ’it = k't_l,_l + (1 - (S)kt

e Pela Lei de Walras com dois mercados em equilibrio, o terceiro também estara. Note que
resolvemos para dois pregos todo t: r; e w; (o prego do bem final foi normalizado p, = 1).
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Modelo de Crescimento Neoclassico

Passo 4: Descrever o Equilibrio Competitivo

Definigdo. Um equilibrio competitivo é uma sequéncia de alocag¢des {c, ki+1}72, do

consumidor e da firma {k{, nf}°,, e precos {wy,r:}52, dado que:

1. Dado ko e a sequéncia de juros e salarios {r:, w:}$2y, {ct, kiy1}i2, € a solugdo do problema
da familia.

2. Dada a sequéncia de juros e salarios {ry, w;}52, {kd,nd12°, é a solugdo do problema da
firma.

3. Market clear para todo ¢:

nff =1
kd =k
F(kt,nt) =+ kt+1 — (1 — 5)]43,5
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Equilibrio no Crescimento Neoclassico

e Juntando solugdo da familia (eq. de Euler + restricdo orcamentaria) com a solugdo da

firma (preco no mercado de fatores igual ao produto marginal), temos:
u'(ce) = B(L+rpp1 — O)u'(cer)
et + ki1 — (1= 0)ky = riky + wyng = yp = Fkeymy)  VE
re = Fy(ky,ne) = MgPK vVt
wy = Fy(ky,ny) = MgPN vt
e Que resulta no mesmo sistema do planejador social:

u'(cr) = f'(kye1)Bu'(crr1)  (Equagdo de Euler)
¢t + kiv1 = f(ki) (Restricdo de Recursos)

» Lembrando que f(k:) = F(kt,1) 4+ (1 — 6)k.

e EE + restricdo de recursos + ko + TVC caracterizam as sequéncias de eq. {ct, kiy1}52.
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Equilibrio no Crescimento Neoclassico

Resumo:

e Equilibrio descentralizado: estrutura de mercados sequenciais vs Arrow-Debreu = Eq.
“de mercado”.

» Se os mercados forem completos, as solucdes sdo idénticas.
e Problema do planejador benevolente: alocacdes Pareto 6timo.

e Se os teoremas do bem-estar forem satisfeitos as duas solu¢bes sdo idénticas e o equilibrio
é étimo.
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Estado Estacionario

e Estado Estacionario (Steady State): Uma economia encontra-se no estado estacionario
quando as suas variaveis assumirem um valor constante no tempo.

kss = ktJrl =k

Css = Ct+1 = Ct.

e Dado nossas suposicdes - em especial concavidade de F' e retornos constante de escala - a
economia convergirad para um estado estacionario:
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Estado Estacionario

e Para que a economia chegue ao estado estacionario basta iniciar com kg > 0.

Note que utilizado a EE: u/(css) = B(1 + rss — §)u(¢ss) juntamente com rgs = Fi(kss, 1)
podemos encontrar facilmente k.

» Se kg < kss, a economia acumulara capital até chegar no estado estacionario.
» Se ko > kss, a economia desacumulara capital até chegar no estado estacionario.

Vamos estudar com mais detalhes as dindmicas de acumulagdo mais a frente.

Exemplo: Encontre ks dado F'(k,n) = k“n®
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Estado Estacionario

Estado Estacionario com F'(k,n) = k“n®

U (css) = B(1 + 15 — 0)u' (css) (63)
Css t+ 5kss = Tsskss + wsskss (64)
k a—1
55 — —= 6
r a (nss) (65)
kss «

e Dado que ngs = 1, é um sistema de 4 equagdes e 4 variaveis endogenas {kss, Css, T'ss, Wss |-
e N3o ha dindmica, logo é possivel encontrar a solu¢do analitica para as variaveis endégenas.
(S it = (5k‘55.

e Pode-se encontrar também: ys; = kSinS,
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Taking Stock

e Como resolver um modelo de Equilibrio Geral Competitivo?
1. Descrever o ambiente da economia;
2. Resolver o problema dos agentes;
3. Indicar as condicdes de equilibrio;
4. Descrever o equilibrio competitivo.
e Como utilizar os Teoremas do Bem-Estar para resolver o modelo?
» Dado certas condicdes a solugdo do Planejador Central é igual ao eq. descentralizado.
» Neste caso sabems que o eq. é Pareto eficiente
e Vimos também que a EE + TVC sdo condigBes suficientes para problemas de sequéncia
infinita.
e E que dado certas suposicdes a economia admite uma familia/firma representativa.
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