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Avaliacao Parcial 2022.1

Instrucoes:

Coloque o seu nome na primeira pagina da prova.

A prova consiste em 4 perguntas totalizando 80 pontos.

A duracao total da prova é de 3 horas.

Consulta qualquer material é permitido. Nao é permitido comunicar-se com outras pessoas.
Nao coloque perguntas diferentes na mesma pagina e mantenha as paginas numeradas.

Se algo na pergunta nao estiver claro, indique as suposi¢oes que vocé acha necessarias para ter
um problema bem definido e prossiga.

Se vocé ficar preso em uma parte especifica de uma pergunta, lembre-se de que vocé pode
considerar o resultado dessa parte como dado e continuar a responder as outras partes.

Questoes

1.

(Economia de Dotagao em Tempo Finito - 20 pontos). Considere uma economia de
trocas onde dois agentes vivem por T' periodos. A funcao utilidade para um agente 1 = 1,2 é
dada por:

{Ct}t 0) Zﬂt In(c;).

Em cada periodo os agentes recebem dotagoes e! > 0, onde a dotagao agregada da economia ¢
e; +e? = é;. A sequéncia de dotagoes é deterministica e os agentes sabem exatamente o quanto
irao receber em cada periodo ao nascer.

Suponha uma estrutura de mercados sequenciais: os agentes podem efetuar empréstimos (ou
tomar empréstimos) de um periodo a uma taxa de juros r; (normalize o prego do bem de
consumo para 1 em todos os periodos). Defina a!, como a quantidade liquida de empréstimos
do agente ¢ em um periodo ¢t. Os agentes nascem com 0 ativos e nao podem morrer endividado,
ou seja, af =0 ¢ al, > 0 parai=1,2.

(a) (7 pontos) Descreva o problema de um agente arbitrario 7. Encontre a equagao de Euler
associada ao problema.

Solugao: O problema de um agente i é:

max B'In(c (1)
{ei>0,a}, 1}, Z t

st. cdi+aj, <dal(l+r)+e Vt, (2)
ar >0 e ah=0. (3)
Resolvendo um Lagrange, encontramos as CPOs (para todot =0,....,T —1ei=1,2):

Xy = N (L+7e41)
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e a Equacao de Euler:

1 1
—=bB1+r4) t=0,..,T-1 e i=12
G G

e no tltimo perfodo: ¢ = a’(1 + r7) + €.

(7 pontos) Escreva as condigoes de equilibrio desta economia. Encontre uma equagao que
determina a sequéncia de precos, {r;}~;, em fungio de 3 e da dotacio agregada (ignore
To, j& 0s agentes comegam com af = 0).

Solugao: Para encontrar os pregos (i.e., {r:}._,), necessitamos utilizar uma equagao de
equilibrio para cada t. No problema sequencial, as equacoes de equilibrio sao:

Eq. no mercado de bens: ¢} +c? =¢; +ei=¢ t=0,..,T

Eq. no mercado de titulos: a;; +aj,, =0 t=0,..,T.

Pela lei de Walras se n — 1-mercados estao em equilibrio, o enésimo mercado também
estara em equilibrio. Logo, basta utilizar uma das equagoes de equilibrio em cada ¢t com
as condigoes de otimalidade dos agentes (i.e., a Equagao de Euler). Por exemplo, podemos
encontrar os precos com o sistema:

o+

Eq. no mercado de bens: ¢} +¢ =¢; +ef=¢ t=0,.,T—1

1 1

EE agente 1 — = ——p3(1+nr4) t=0,.,T—1
G G
1 1

EE agente 2 — = 5—f3(1+r4) t=0,.,T—1
& G

Para um periodo arbitrario ¢, somando as equacoes de euler e utilizando a condicao de
equilibrio do mercado de bens:

(Ciﬂ + C?ﬂ) = (¢} +)B(L + r41)
1 = eB(1+ 1)

€t+1
é

By

Alternativamente, podemos utilizar o eq. do mercado de titulos e as equagoes de euler
com a restricao or¢amentaria de cada agente.

1+7r4q = parat=0,..., T — 1.

(6 pontos) Suponha agora que as dotagoes el(s') sdo estocasticas e dependem do historico
de estados da natureza s'. Sob quais condi¢oes a solucao do mercado sequencial ¢ igual
a da formulagdo Arrow-Debreu? Explique com poucas palavras (ndo ¢ necessario fazer
nenhuma demonstragao).

Solugao: Para que a estrutura de mercado Arrow-Debreu seja equivalente a de merca-
dos sequenciais, é necessario que a restricao orcamentaria intertemporal dos agentes seja
equivalente. Em horizonte infinito necessitamos uma condi¢gao para impedir esquemas



Ponzi (i.e, no-Ponzi game condition). Em horizonte finito essa condigao é substituida
pela restrigao de “nao morrer endividado” ap;q > 0.

Além disso, como os dotes sao estocésticos, precisamos que existam arrow-securities dispo-
niveis em todos os periodos e estados da natureza, ou seja, o mercado de ativos financeiros
seja completo.



2. (Equagao de Bellman no problema cake-eating - 17 pontos). Considere o problema
cake-eating em horizonte infinito: um agente nasce com um bolo de tamanho inicial zy > 0, e
come um pedaco do bolo, ¢; > 0, em cada periodo. O tamanho do bolo evolui de acordo com a
seguinte lei de movimento: x;y1 = z; — ¢, onde x; > 0 (ou seja, o tamanho do bolo nunca pode
se tornar negativo). Suponha que o agente tem utilidade por periodo u(c;) = 1/¢; e desconta o
futuro por 5 € (0,1). Logo a equagao de Bellman do problema é:

V(z)= sup | {m + BV(x')} .

z€[0,x’

Defina o operador 1" no espago C'(X) de fungoes continuas e limitadas com a norma do supremo
que nos permite encontrar a solucao da equagao de Bellman:

(TV)(z) = sup {\/x o+ 5V(m')} .
z€[0,x']
Mostraremos que o tnico ponto fixo deste operador é a solugao da equacao de Bellman, e que
esta fungao valor corresponde a funcao valor do problema de sequéncia subjacente.

(a) (5 Pontos) Mostre que T é um mapa de fungoes limitadas para fungoes limitadas.
Solugao: Note que ¢; > 0 implica que x; > ;1. Ou seja, podemos restringir o espaco
de estados a z € X = [0, 20| j4 que o estado nunca saird deste conjunto. Logo F(x,z’)
é claramente limitado. Como estamos procurando uma fun¢ao em um espaco de fungoes
limitadas, C'(X), V() é limitada. A soma de fun¢oes limitadas ¢ limitada, e o resultado
do supremo de uma fun¢ao limitada ¢ limitada. Logo T’V (.) sera limitada.

(b) (5 Pontos) Mostre que T ¢ um mapa de funges continuas para fungoes continuas.
Solugao: Podemos aplicar o Teorema do Maximo de Berge ao lado direito desta equagao:
se V() ¢ continua, entdo a funcao H(z,z') = \/(z — /) + BV (2') é continua. Além disso, a
correspondéncia I' = [0, z] é de valor compacto (o intervalo é um conjunto compacto para
qualquer z) e continua (as fungées delimitadoras v,(x) = 0 e y,(z) = = sdo continuas).
Entao T'V(.) também é continua pelo Teorema do Maximo.

(c) (7 Pontos) Mostre que existe uma solugao tnica V' (.) para a equacao de Bellman no espago
C(X).
Solugao: Ja mostramos que T é um mapa de C'(X) para si mesmo. Temos que mostrar
que T é uma contragdo em C(X). Para fazer isso basta mostrar que operador satisfaz as
condigoes suficientes de Blackwell (monotonicidade e desconto: exatamente como foi feito
com o modelo de crescimento). Como C(X) é um espago de Banach, pelo teorema do
ponto fixo de Banach o operador T' tem um tnico ponto fixo, ou seja, existe exatamente
uma tnica fun¢ao V € C(X), tal que V(z) = (TV)(X). Esta é a tnica solugdo para a
equagao de Bellman.

(d) (XX Pontos - NAO COBRADA NA PROVA) Suponha o seguinte problema sequencial:

[e.9]

V*(z9) = sup Zﬁtvxt — Ti+1

{@e41}3320 =0
sujeito & x44q € [0,24] para t=0,1,...,
xo > 0 dado.



A solugao V' da equacao de Bellman é idéntica & fungao valor V* do problema de sequen-
cial?

Solugao: Temos que aplicar o principio da otimalidade de Bellman (Teorema: FE implica
SP). Como V' (o ponto fixo de T') é limitado, ele satisfaz a condigao:

lim 5"V (x,) = 0, (4)

para qualquer sequéncia factivel x,,. Além disso, a fungao retorno ¢é limitada (veja a parte
(a) e a correspondéncia do conjunto factivel nao é vazia, logo o teorema é vilidoe V = V*.



3. (Decisao de Expropriacao - 19 pontos.) O tempo é discreto e infinito. Considere uma
firma com fungao de produgao: y; = zn$, onde a produtividade z; € [0, 00) segue um processo
de Markov de primeira ordem com densidade condicional f(z1|z) e o € (0,1). A firma escolhe
o numero de trabalhadores contratados, n;, a um salario dado, w > 0, fixo no tempo. A firma
vende o seu produto ao preco 1 (y; € o numeraire da economia).

Existe um governo que pode expropriar a fima em cada periodo t. Uma vez que a firma é
expropriada, o governo produz com tecnologia:

yiq - H’Zt (n;fq>a7

onde o parametro 6 € (0, 1) captura o fato de que o governo é menos eficiente do que a firma
na organizacao da produgao. O governo se importa apenas com os fluxos de caixa descontados
que uma firma expropriada gera para o seu or¢camento, ou seja, o governo valoriza uma firma
expropriada de acordo com:

o0 o0
S gt =3 By — nfw),
t=0 t=0

onde g € (0,1).

Em cada periodo, o governo tem a opg¢ao de expropriar a firma, o que cria um custo C' para
o governo em t (devido a perda de reputagao internacional, protestos politicos, etc), mas sem
custos adicionais no futuro. Uma vez que a firma é expropriada, o governo tem o controle dela
para sempre.

(a) (6 Pontos) Encontre a demanda 6tima por trabalho para a firma (no setor privado) n; e
para o governo nj . Em qual situacao a demanda por trabalho ¢ maior?

Solugao: A decisao é estatica e podemos resolver periodo por periodo. O problema é:

7} = max {0z(n])" — wn{}
ny

Tirando as condigoes de primeira ordem e resolvendo por nf":

1
. bz \ -«
n" = ( t) Vi,
w

e o lucro 6timo é positivo e dado por (isso nao foi pedido na questao):

1
(620E
m = (1—a)—=— =7'(2). ()
wl—o
A solugao para uma firma no setor privado é a mesma com 6 = 1. Logo n} > n{* e my > n/
(para o mesmo z dado).

(b) (6 Pontos) Encontre a equagao de Bellman que caracteriza o valor W de uma empresa
expropriada para o governo (excluindo o custo de expropriagao C').
Solugdo: Note que tanto n{" e mf" dependem do tempo apenas via z;, ou seja, sabendo
z podemos calcular a demanda por trabalho e o lucro. Logo, a equacao de Bellman da
firma depende apenas de z:



W (2) = max{fz(nf)* — wnf + BEIW()|-]}
W (2) = mac{fz(nf)* — wn} + FE[W ()|2]

W(z)=7%z)+ 03 /000 W) f(|2)d7

(c) (7 pontos) Encontre a equagao de Bellman que caracteriza a decisdo de expropriagao do
governo, V. Descreva o(s) estado(s), controle(s) e fungao retorno. Vocé pode usar a fungao
valor W encontrada na questao anterior se desejar.

Solugao: Estado z. Controle: expropriagao, e = {1,0}, onde 1 representa a exproriagao.
Funcéo retorno F(z,e) =7m9(z) —Csee=1¢e F(z,e) =0 se e =0.
Equacao de Bellman:

V(z) = max {e(W(z) = C) + (1 — ¢)BE[V(2)|z]} = max{W (z) — C, BE[V ()|2]},

ec{1,0}

onde E[V (2)|z] = [[7 V() f(¢]z)d7.



4. (Turismo Sustentavel na Chapada dos Veadeiros - 24 pontos.) Suponha uma firma
monopolistica responsével por gerenciar um parque nacional com estado de conservacao h;. A
firma decide o preco de entrada no parque nacional, p; > 0, e o gasto com conservagao, u; > 0,
utilizado para a manutencao e melhoramento do parque. O nimero de visitantes do parque
nacional é representado pela func¢ao de demanda, D(p, h) > 0, e depende negativamente do seu
preco de entrada, i.e. Dy(p, h) < 0, e positivamente do seu estado de conservagao, Dp,(p, h) > 0.

O lucro da firma em um instante ¢ é dado pela sua receita menos o seu gasto com conservagao:

7(p, h,u) = pD(p,h) — u.

A firma maximiza o seu lucro intertemporal, descontado por 7:

/ e "t (py, he, ug)dt.
0

O estado de conservagao do parque evolui de acordo com trés fatores:

e O impacto dos visitantes no estado de conservacao do parque, governado por vD(p, h),
onde v > 0 (quanto mais visitantes, mais rapidamente o parque se deprecia);

e A depreciacao natural do parque, governado por § > 0;

e O fluxo de melhorias no parque, que é uma funcdo do gasto de conservagao: K(u) = u®,
onde a € (0,1).

O parque tem estado de conservacao inicial dado: hy > 0.
(a) (4 Pontos) A lei de movimento do estado de conservacao do parque é dado por:

htJrAt = ht — "}/D(pt, ht)At — (ShtAt + 'U/taAt

Derive a lei de movimento em sua forma diferencial (i.e., hy).

Solucao:! Comecando pela equacao acima, re-organizando e tomando o limite At — 0:

hiyar = hy — vD(py, he) At — 0h Ay + ug At (6)

h —h

o = Db he) — Shy + (7)
. A=l .

Al}glo % = hy = —yD(py, hy) — dhy + u§ (8)

(b) (3 Pontos) Escreva o(s) estado(s) e o(s) controle(s) do problema (Dica: nao reduza o
namero de controles).

Solucgao: Estado: h. Controles: u e p.

(c) (7 Pontos) Escreva o Hamiltoniano associado ao problema. Derive as condigoes necessérias
de Pontryagin (incluindo condigbes iniciais e terminais).

Solugao: O Hamiltoniano (em valor presente) ¢ dado por

H(Unpt, D, Mt) = ptD(Pt> ht) — U+ M(_’YDQ%, ht) —0hy + U?)

!Questao baseada em Chenavaz et al (2022).


https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0165188922001889

(d)

Seja D, e Dj, as derivadas parciais de D. As condigOes necessarias sao:

Hy (us, pe, has o) = peDn(pe, he) + pe(—=yDi(pe, he) — 6) = rpay — fig (9)
H,(ue, pey by pir) = =1+ o™ =0 (10)
Hp(utapt) Dy, Mt) = ptDp(Pu ht) + D(pu ht) - MtVDp(pta ht) =0 (11>

) )

= —vD(ps, hy) — Shy + uy

—~
—_
[\

Hﬂ(utvpty i, pug

e a condicao inicial, hy, e terminal limy_,o e uphy = 0 (TVC).

(4 Pontos) Encontre uma equagao que determina o prego 6timo da firma em fungao do(s)
estado(s) e controle(s).

Solugao: Pela CPO de u temos que:

*1—a
. u
My = ta ) (13)
substituindo na CPO de p:
. D(p;) u®
Py =— - T
' Dy (p, 1) o

Observagao (extra, nao foi pedido): Caso tivessemos asssumido uma elasticidade prego-

demanda constante usual: €, = —D,(p, h)ﬁ, poderiamos ter ido além:
b,
* *1—a
u
pp =14
p
*1—a
* Ep Uy
pt - {_:p o 17 a )

que é a equacao preco usual de firmas monopolisticas: prego = mark-up x custo marginal.
Neste caso, o custo marginal é o gasto extra em conservacao para compensar a depreciacao
gerada pela demanda extra (dado por yu;'~*/a).

(6 Pontos) Encontre uma equagao - semelhante a uma equagao de Euler - que determina
como o gasto com conservacao evolui de acordo com o tempo em fungao do(s) estado(s) e
controle(s).

Solugao: Tomando a derivada de (13) em relagao ao tempo:

°, ok
-y
Hy =

*xo "
U

Utilizando a condigao de H}, e substituindo pf e fiy:

PeDn(pr, he) = pe(r — 6 + YDu(pe, he)) — fue
* * 7% u*lia * 7 % 1—auf
pi Din(ps, hy) = ta (r =0 +~yDy(p;, hi)) — :

*qu )

o up



onde p; é dado pela solugao da questao anterior (e, portanto, é uma funcao de u; e hy), e
juntamente com a lei de movimento de conservacao do parque podemos determinar h;.
Intuitivamente, a firma considera o trade-off entre o beneficio marginal de gastar mais
com conservagao e o seu custo marginal. O beneficio marginal é dado pelo aumento da
receita, jA que um parque mais conservado atrai mais visitantes. O custo marginal, é
o custo marginal de melhorias (em fungao dos gastos), mais o crescimento no custo de
conservacao, ja que o aumento de visitantes acelera a depreciacao do parque.
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