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Instrucoes

A duragao total da prova é de 140 minutos, incluindo o tempo destinado para a entrega.
A prova consiste em 3 perguntas totalizando 60 pontos.
Coloque o seu nome, assinatura e nimero de matricula na primeira pagina da prova.

Consulta a qualquer material é permitido. Nao é permitido comunicar-se com outras pessoas
durante a prova.

Mantenha a prova organizada: nao coloque perguntas diferentes na mesma péagina e mantenha
as paginas numeradas.

Se algo na pergunta nao estiver claro, indique as suposi¢oes que vocé acha necessarias para ter
um problema bem definido e prossiga.

Se vocé ficar preso em uma parte especifica de uma pergunta, lembre-se de que vocé pode
considerar o resultado dessa parte como dado e continuar a responder as outras partes.



Questoes

1. (Crescimento Neoclassico sem Trabalho - 22 pontos). Considere o modelo de cresci-
mento neoclassico. Existe uma familia representativa com massa unitaria. Nao ha crescimento
populacional. A funcao utilidade é dada por:

U({e}io) Zﬂt In(cy).

O bem final que pode ser consumido ou investido é produzido utilizando apenas capital segundo
a seguinte func¢ao de produgao: y; = k¢, onde o € (0,1). A familia ¢ dona do capital e oferta o
capital & firma representativa a uma taxa r;, onde r; é a taxa de aluguel do capital em termos
do bem de consumo no periodo ¢.

Capital inicial kg ¢ dado e a acumulagao de capital segue a lei de movimento:

(a)

kt+1 = ]i]t(l - (5) + it-

(6 Pontos) Descreva e resolva o problema da firma representativa em uma estrutura de
mercado Arrow-Debreu. O Teorema de Euler é satisfeito? Justifique brevemente.
Solugao: Em Arrow-Debreu, o problema da firma maximiza o lucro total m no periodo
zZero:

o0
T = max pe(ki — riky).
(k20 45 (ki )
Note que a firma nao escolhe capital. O problema da firma é estatico e as condic¢oes de
primeira ordem implicam:

Ty = akt! vt

A inversa implica na seguinte funcao de demanda por capital:

1/(1—)
kd = (3> Vit.
Tt

Como a fungao de producao apresenta retornos decrescentes a escala, o lucro da firma é
positivo (ndo é necessario derivar o lucro). O teorema de Euler sigue sendo valido pois a
funcao de producao é homogénea de grau a: ak® = ak® k.

(6 Pontos) Descreva problema da familia representativa em uma estrutura de mercado
Arrow-Debreu. Resolva o problema, isto é, encontre a Equacao de Euler e uma equagao
que determina os pregos relativos (p;41/p;) nesta economia.

Solugao: O problema é padrao, s6 nao podemos esquecer do lucro das familias que é
positivo.
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As condigoes de primeira ordem implicam na tradicional Equacao de Euler e na equacao
dos pregos relativos:
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(5 Pontos) Defina um equilibrio competitivo para esta economia.

Solugao: Padrao. Nao é necessario escrever as alocagoes nem a condi¢ao de equilibrio do
mercado de trabalho.

(5 Pontos) Escreva um sistema de equagoes que pode ser utilizado para encontrar as
variaveis (y,c, k,i,7) no estado estacionéario (note que o nimero de equagdes tem que
ser igual ao namero de variaveis). NAO é necessario reduzir o sistema ou descrever um
algoritmo para encontrar a solugao.

Solugao:
Equacao de Euler: B(l+r—0)=1
Produtividade Marginal de K: r=oak®!
Lei de Movimento: i =0k
Restrigao de Recursos: y=c+1
Funcéao de producao: y=k*



2. (Investimento em Capital Humano - 19 pontos). Considere um agente que acumula
capital human h; > 0 de acordo com a tecnologia hyy1 = g(hy) + x; onde z; > 0 é um
investimento monetario em capital humano e g(.) uma fungao continua, limitada e estritamente
crescente. O agente ndo pode poupar, e recebe rendimentos do trabalho wh; (o salario w > 0
é fixo). O agente deriva utilidade de acordo com:

Z Btu(ct)a
t=0

onde u(.) é continua, limitada, estritamente crescente e concava. A restri¢ao or¢amentaria do
agente em todos os periodos é:

Ct + Tt S wht,

e hg > 0 dado.

(a)

(6 pontos) Descreva o problema em forma de programagao dindmica: escreva a equagao
de Bellman e enuncie claramente o estado, controle, conjunto restricao do controle e a
fungao retorno.

Solugao: A restrigdo orgamentéria é sustentada com igualdade ja que a utilidade é es-
tritamente crescente. Note que podemos escrever o problema com diferentes controles (z,
h' ou até mesmo c¢). E necessario tomar cuidado e escrever a lei de movimento do estado
corretamente caso o estado nao seja igual ao controle.

V(h) = max {u(wh —z)+ BV (g(h) +x)}, ou

z€[0,wh]

V(h) = max {u(wh + g(h) — h') + BV (h')}

nelg(h)g(h)+wh)

(6 pontos) Defina um operador 7' em C'(X) (conjunto de fungoes continuas e limitadas
com a norma do supremo) que nos permitird encontrar a fungao valor. Mostre que o
operador 7" é um mapa de C'(X) para C(X).

Solucgao: Operador:
TV (h) = max {u(wh —x)+ pV(g(h)+z)}

x€[0,wh]

E necessario aplicar o Teorema do Méximo de Bergé. Argumente que o operador satisfaz
as suposicoes do teorema.

o I'(h) = [0, wh] ou I'(h) = [g(h), g(h) +wh] sdo correspondéncias nao-vazia, continuas,
com valores compactos (e convexos).

e Suponha que V € C(X), logo f(h,z) = u(wh — x) + SV (g(h) + ) ou f(h,}) =
u(wh + g(h) — ') + BV (k') s@o fungdes continuas ja que u, g, V sdo continuas e a
soma e a composicao de fungoes continuas também é continua.

Logo podemos aplicar Bergé e TV (h) é continua. Se V' é limitada, como u é limitada

e a soma de fungoes limitadas também ¢é limitada temos que TV (h) é limitada. Logo
TV(h) € C(X).



(c) (7 pontos) Mostre que a equagao de Bellman tem uma solugao tinica e descreva como essa
solugao pode ser encontrada.

Solugao: Sabemos que pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, o operador possui um
tnico ponto fixo (a solugao tnica da Bellman) e podemos encontrar a V' utiizando um
processo iterativo: T"Vy — V para qualquer V € C(X). Vamos checar as condigoes de
Banach:

e Note que C'(X) é um espago de Banach.

e Jasabemos que T : C'(X) — C(X), logo é necessario mostrar que 7' é uma contragao.
Siga os passos feitos em sala de aula e mostre que a Bellman satisfaz as condigoes
suficientes de Blackwell: desconto e monotonicidade.



3. (Consumo e Poupanca com Aposentadoria Endogena - 19 pontos). Considere o
problema de um agente que vive uma vida finita, decide quanto consumir, poupar e quando
se aposentar. O agente recebe utilidade do consumo e desutilidade v > 0 ao trabalhar. A
utilidade deste agente é:

T

Eo Y B'[ulce) — e,

t=0

onde d; ¢ uma fungao indicadora que tem valor 1 se o individuo esta trabalhando e 0 se estiver
aposentado, u(.) é continua, estritamente crescente e concava, e 5 € (0,1).

Suponha que o agente pode poupar a uma taxa de juros bruta, (1+7) > 1 e que ele nao pode
tomar empréstimos: a;y1 > 0. A restricdo orcamentéaria é:

¢+ ap =y +a(1+7), t=0.,1,2,..T,

e ag = 0. A renda do individuo é dada por:

) wy, se esta trabalhando (d; = 1),
e p(z¢), se esté aposentado (d; = 0),

onde o salario, w;, segue uma cadeia de Markov de primeira ordem, e a aposentadoria, p(z;),
¢ uma fungao dos anos trabalhados, x;, sendo que p'(z;) > 0. Note que xg = 0 e que cada ano
trabalhado x;11 = x; + 1, enquanto durante a aposentadoria x;.1 = ;.

O timing do problema é o seguinte: no inicio do periodo o agente observa a realizacao do
salario, e logo apo6s decide se aposentar ou nao. Depois da decisao de aposentaria, ele recebe
pensdo/salario e decide quanto consumir/poupar. Caso decida se aposentar, o agente NAO
pode voltar a trabalhar.

(a) (6 pontos) Qual é o valor para um individuo que acabou de se aposentar com idade ¢?
Encontre uma expressao ou equacao que determine esse valor.

Solugao: Defina V;Ap (a) como o valor de um individuo que decidiu se aposentou com
idade t:

T
V4 (a) = max Z Bru(p(t) + aprs(1 + 1) = arisin)

{at+s+1 }S:() s=0

Note que p(t) é fixo apds a aposentadoria. Apesar de nao ser o ideal, pode-se escrever em
forma de programagcao dinamica. O importante é que esteja explicito que p(x) é fixo apos
a decisao de aposentadoria e por isso é necessario separar a idade ¢t dos anos trabalhados
x.

Observacao: Nao é necessario fazer isso neste problema, mas na pratica, quando temos
a forma funcional u(), podemos utilizar equagao de Euler juntamente com ary; = 0 e
encontrar uma forma analitica para V;**(a).

(b) (7 pontos) Escreva a equagao de Bellman do agente (antes da decisao de aposentadoria)
e enuncie claramente quais sdo os estados e controles (e suas restrigoes).

Solucao:



e Estado: ¢, a, e w. Nao é necessario utilizar x como um estado, ji que é exatamente
igual a t. Caso o timing do problema fosse diferente poderiamos escrever com a
formulacao cash-on-hand.*

e Controles: d = {0,1} e ¢’ € [0,w + a(1 + )] (caso esteja trabalhando).

e Defina V' (a,w) como o valor apés a decisdo de seguir trabalhando. A equacdo de
Bellman:

Via,w) = max {4,V (a,0) + (1= )V (@)} = max{ V¥ (a,w), V(@)
€ )
VW (a,w) = max  {u(w+a(l+7r)—d)—7+ BE[Vi(d,w)|w]}
a’ €[0,w+a(1+4r)]
(c) (6 pontos) Descreva um algoritmo para encontrar a equagao de Bellman do agente.

Solugao: Como é um problema de tempo finito podemos resolver utilizando backward
induction sabendo que ary; = 0. J&4 que o problema envolve uma escolha discreta (apo-
sentadoria) é necessario resolver as duas fungoes valor. O ideal é sempre comegar pelo
estado absorvente (neste caso é a aposentadoria).

Na questao (a), vimos que o valor da aposentadoria:

T
Vi%(a) = max > Bu(p(t) + ares(l+7) = arpepr)

T
fatts+1}i0 T2

Ja que a renda p(t) é determinada no momento da aposentadoria e é constante. O valor
da aposentadoria (em cada idade t) pode ser computado utilizando backward induction
ou via equagao de euler.

Uma vez que temos V;*? (a) para todas as idades, podemos computar V;(a,w) de tras para
frente. Comecamdo pelo tltimo periodo:

Vr(a,w) = max{V}V (a,w), ij‘p(a)}
Vr(a,w) = max{u(w + a(1 4+ r)) — v, u(p(T) + a(1 +71))}.

Com Vr(a,w) podemos utillizar a cadeia de Markov de w e computar a esperanga E[Vr(a’, w’)|w]

[ Vr(d,w') f(w'|w)dw'. Com isso o valor de trabalhar em T' — 1:

Viti(a,w) = max  {u(w+a(l+r)—a) =75+ BE[Vr(d,w)|w]},
a’€[0,w+a(1+r)]

e utilizando V;?, (a) podemos computar Vy_i(a, w):
VT—l(aa w) = maX{VKl(av U}), Vjiqfl (CL)}

Utilizando esse processo iterativo podemos computar Vr_i(a,w), Vr_s(a,w),...Vo(a,w).

1O problema foi baseado em Iskhakov et al (2017, Quantitative Economics).
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